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MEMOIRE 


SIR 

LES RESULTANTES OUE LON PEUT FORMER 

SUIT AVEC LES COSINUS DES ANliLES COMIMUS ENTHK DEUX SYSTfiMES D’AXES, 

SUIT AVEC LES COOHDONN^ES DE DEUX OU THOIS JMIINTS 


Lus resultantes dont ii s’agil se presenteiU d’idles-iiiemes, (oiiniie 
(HI sail, dans la solution d’uii grand noinlire de probh'nues. D’ailliMjrs, 
colies qui sont forine(?s avec les coordonnees de deux on (rois points 
peuvent etre iminediatement deduites de colles qui rentornient los 
cosinus des angles conipris eritre deux systomes d’axes. Ajoutons que 
Ton facilite la determination de ces deux espcces dt‘ resultantes, on 
introduisant dans le caloul des quantites propres a indiqnor le sens 
do certains inouveinenls de rotation, ainsi que je I’exjiliquerai tout a 
rheure. 


1. Des niouvernents de rotation direrls el retrogrades . 
Clonsiderons d’abord, dans un plan donrie, diverses longueurs 


/•, 
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donf chacune sera mesuree clans une ccrtaine direction, a partir d’une 
certaine origine 0, et supposons que cetfe origine soil la ineine pour 
loutes ces longueurs. Si un rayon mobile, compte encore a partir dii 
point 0, lourne autour de ce point dans le plan doniu% ii olfrira ce 
que nous appellt‘rons un movement de rotation de r en a, ou un 
rnous^ement de rotation de s en /*, selon qu’il pass(^ra, en decrivant 

Tangle (/%^), de la direction /* a la direction .s, ou de la direction .v a 
la direction r. Pour distinguer plus facilement, dans le discours et 
dans les formules, ces deux inouvernents Tun de Taiitre, nous tra- 

cerons, dans le plan de Tangle (/% .v), deux axes coordonnes des x et j 
qui passeront par Torigine 0; et, en nominant x, y deux longueurs 
mesurees a partir de cette origine sur les demi-axes des x el y 
positives, nous appellerons mouvemeni de rotation direct celui (jui 
s'ellectuera dans le meme sens que le mouvenient de rotation de x 
en y, et moxw^m^wi rHrograde, celui qui s’elFectuera en sens contraire. 
De j)lus, nous representerons, dans ce Memoire, par la .simple notation 

( /', S ), 

une (juantite qui, ayant pour valeur numeriijue Tunile, sera positive 
ou negative, suivant qne le mouvement de rotation de r en s sera 
direct ou retrograde; en sorte (ju’on aura, dans le premier cas, 

( r\ s ) I , 

dans le second cas, 

( / , .V I - I . 

Cela pose, les deux notations 

I /•, V ). \ s. r I 

representeront, dans nos torinules, deux quantiles alFectees de signes 
contraires, mais equivalentes, au signe pri‘s, a Tunit6; en sorte qu’on 
an ra 

( i I 


l.v, /■> 


I /■, s). 
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Ajoutons que, si Ton nomme 

/ ■. .v'. t . 




lies longueurs inesurees » panic de I origine 0, dans des direction^ 
opposees a cedes des longueurs 

r s', t. ... 

on aura evidemnient 


( '11 ( /•'. A I -- I f\ S I, 

e{, par suile, 

( J I ( /•. .V I - t /•', ,V I - I /•'. V I ( A‘.v' I. 


Si les axes coordonnes sorit rectan^iilaires, alors, les deux direc- 
tions X, y etanl perpendiculaires entre ell(‘s, line troisi^nie direction r 
lorinera (oujours, aver les deux premieres, deux angl(‘s 

(/•. x). 

donl cliacun oll’rira un cosinus egal, abstraction 1‘aite du signe, an 
sinus de Tautre: et, par suile, 

( /', \ ), CON ( /\ \ ). 

auront pour valeurs niimeriques les (juanliles |)Ositives 

sin ( r, \ ), sin f / . \ ) 

1 )’ailleurs, cos(r, x ) sera positit* on negalif, suivanl (|ue Tangle ( /*, x ' 
sera aigu ou obi us. Or, dans le priuriier cas, r el x etanl situes d’un 
nieme cote par rapport a Taxe des 7, le inouvernent de rotation de r 
en y sera droit, coirime le mouvemenl de rotation d(' x en y: el, par 
consequent, on aura 

( / , \ I ~ I . 

Uaiis le second cas, au conlraire, r el y ctant silucs de deux coles 
opposes par rapport a I’axe des Ic monvement de rotalion de r en y 
sera relrograde, puisqu’il s’etrecluera en sens inverse dn mouvemenl 
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de X en y; on aura done 

( /•, > I - : - - I . 

Done, dans tous les cas, le signe de eos(r, x) sera pr^‘eis6ment le 

signe de (/•, y). On prouvera, de ineme, I’idenlile du signe de cos( r, y ) 
et du signe de (x,r). Done, pour obtenir des produils egaux aux 
eosinus 

cos ( / , \ ), cos (.V. \ ), 

il suffira de multiplier leurs valeiirs iiuin^riques 

sill ( /•. \ ). sill ( r. \ ). 

par les faeteurs 

(/•, yi, 

en sorte qu’on aura 

( 'l ) C()s( /■, \ ) == i r, y ) siii( / , > ). cos( r. v ) = (,.\, /■') sin ( s, / ). 

Supposons, mainlcnant, que les longueurs 

/*, . 9 , /, .... 


tonjours inesurees ii parlirdu point (), soient dirigees (I’une maiiiere 
queleonque dans I’espace. Le inouvement de rotation d’un rayon 

mobile qui, en d6crivant Tangle (r,s), passera de /• en s, pourra etre 
de deux especes diflerentes, non seulement en lui-meme, mais encore 
par rapport a la direction d’une longueur t mesuree ii partir du point 0 
en dehors du plan (/•,.«•). En efi'et, ce inouvement pourra s’elFectuer 
ou de gauche a droite, ou de droite a gauche, par rapport a la direction t, 
e'est-a-dire par rapport ii un spectateur qui, ayant les pieds poses sur 
le plan {r,s), serait appuye centre le demi-axe, sur lequel se mesure 
la longueur t. Mais il importe d’observer que si le rayon mobile 
parcourt Tune apres Tautre les trois faces de Tangle solide qui a pour 
aretes r, s et t, en tournant toujours dans le meme sens aulour du 
point 0, de maniere, par exemple, a decrire successivement les trois 

angles plans (r, s), (.r, t), (t, r ), les trois mouvements de rotation de /• 
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en s autour de t, de j en ^ autour de r, et de t en r autour de s, seront 
fcous les trois de meme espece, c’est-a-dire qu’ils s’efTecfueronI tous 
les trois de gauche a droite, ou tous les trois de droite a gauche, 
autour des directions /•, t. Afin de pouvoir reconnaitre plus aisement, 
dans le discours et dans le calcul, la nature des mouvemenls dont il 
s’agil, nous tracerons dans Tespace trois axes coordonnes des z 
qui passeront par I’origine 0; et en nommant 

trois longueurs niesurees a partir de cette origine stir les demi-axcs 
des X, y et ; positives, nous appellerons dirrct ou rHrogrndr le moii- 
vernent de rotation de r en s autour de la direction t, suivant que ce 
mouvement sera ou ne sera pas de I’espece des trois inouvements de 
rotation de x et y autour de z, de y en ;; autour de x, el de z en x 
autour de y, De plus, nous representerons, dans ce Menioire, par la 
simple notation 

( /•, .t. ( I. 

line quanlite qui, ayant [»our valeur numerique I’uniti', sera positive 
ou negative, suivantque le mouvement de rotation de r en s sera direct 
ou retrograde: en sorte qu’on aura, dans le premier cas, 

( /•, A. n ~ I . 

dans le second cas 

{ r, N, M - - - I . 

(iela pose, les six notations 

( /’, .V, / ). ( V, /, /’ ), 1 f. r, S ), 

( r, /, A ( A, r\ /\, ( ,v, r) 

representeront toujours, dans nos calculs, des quantites equivalentes, 
au signe pres, a I’unit^, et liees entre elles par la formule 

(5) (r, t) — (.V, /, r) = (t, r, , 5 ) = - (r. t, s) = ~ (s, r, l)~~- (t, r). 

Ajoutons que, si Ton nomme 


i', 
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des longuou^^ inesiirees a partir de I’origine 0, dans d(‘S direction^ 
opposees a celles des longueurs 

r. X. I 

on aura evideniment 

( 6 I [ r , s. / ) — - { r, 1 1 , 

et, par suite. 

I - 1 t r, s. I ^ -r - { /•', / I ^- ( /•', - ( /■', s'. I' ) .... 

Nous avons, dans ce qui precede, suppose quo les diverses 
longueurs 

/•, .V. t X, \ , /. ... 

se mesuraient toutes a partir d'une meine origine. Pour plus de gene- 
ralite, nous etendrons I’usage des notations ci dessus indiquees, an 
cas meme o(i les diverses longueurs seraient romptees a partir d’ori- 
gines diverses, et alors nous attribuerons aux notations 

I r. s ), I r. S-, / ). ( /', s ) 

les valeurs qu’elles auraient, si les longueurs 

r. s / 

(^taient transportees parallelemeni a elles-inemes, de maniere a offrir, 
pour origine commune, un point unique. Knlin, lorsqu’cn supposant 
les longueurs /•, .f, t mesurees a partir d’origines diverses, nous men- 

tionnerons le plan de Tangle (/•,.?), on bien encore Tangle solide 
construit avec les aretes r, s, t, on devra toujours, par ces paroles, 
entendre, dans le premier cas, le plan de Tangle compris entre deux 
longueurs mesurees a partir d’une mfeme origine, dans des directions 
paralleles a celles de /• et de j; et, dans le second cas, Tangle solide 
qui aurait pour ar6tes trois longueurs mesurees a partir d’une m6me 
origine, dans des directions paralleles a celles de r, .s et t. 

On peut, avec la plus grande facilite, deduire des equations (4), 
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jointes au theoreme VI de ia page 3 1 1 du III*’ volume ( ' ), les formules 
connues qui servent & determiner le cosinus ou le sinus de ia somme 
ou de la difference de deux arcs. En effef, soienl 

r\ s 

deux longueurs inesurees dans un meine plan, k parlir d’une cerfaine 
origine 0, el 

deux autres longueurs mesurees, a partir de la meine origine, sur 
deux axes des x et j perpendiculaires entre eux. Le theoreme VI de 
la page 3i i du III® volume donnera 

( R I cos ( r. s ) = cos ( \ ) cos ( .?, \ ) cos ( /', \ ) (;os ( .v, \ ) . 

Mais, eu egard a la seconde des formules (4). on aura 

cos( r, y ) jr: ( \ , r) sin ( r. \ ). cos(,t, 3 ) — ( x, .? ) sin (.?. \ ). 

Done on tirera, de la formule (8), 

cos( r. .V ) — cos( r. x ) cos (.?, \ ) ^ (x, r ) 1 x. .5 ) sin ( r. x ) sin (.?. x ). 

Concevons maintenant que Ton pose, pour abregcr, 

( r, x) = a, (,?. \ ) = h. 

Si les longueurs/-, s sont situ6es d’un meme c6te de I’axe des x, on 
aura ^videmment 

( /•. ,f ) --±; (r? 0 ), cos(/', x) = (■o'-K/ - A), 

(x, /■) 3 X, 5) = I, 

et, par suite, la formule (9) donnera 

(10) COS {a ’ - h) r™ cos a cos h -f- si n « si n . 

si, au contraire, les deux longueurs r, s sont situees de deux c6t6s 


(*) (Euvres de Cauchy ^ s6rie II, 1. XIII, p. 348. 
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HifferetUs dc I'axe Hes j-, on aura 

A on (/•..«) — 2jr -{n-i h), l■os( /•, .v) ros(ff -h /'"i, 
(\, r)(x. .s)=- I. 

el, par suite, la formiile (9) donnera 

(in (•os(r7 I /> ) — cos roH // - sinr7sin/>. 

D’aillenrs, los I'ortnules (10), (11), ainsi (dablies pour Ic cas on 
chaciin des angles a, h est positif el inlerieiir a r,, continiieront 
ovidernnient de subsisler, si I’on y fait croitre ou decroitre chacun 
de oes angles d’nn intilfi[>le quelconquc do Elies snbsisleronl done 
poor des valours quelconques. positives on negatives, de a e( de b. 
Ajoiilons quo, si, dans les I'orinulcs (10), (11), Ton remplaee a 

par ^ — a, on en tirera immedialoinent 

{\'i] sin(i7H /O silujr cosA 1 sill/; COS rr, 

(i3) siii(c/ — /y I sin flr pos/? - sin/ycosi7. 

Avant de (erminer ee paragraphe, nous allons iiidiquer encore uiie 
notation ()ui sera employee dans le cours de ee Memoire. conjoin- 
tement avec eelles que nous venons d’etablir, et qui d’ailleurs est, a 
peu pres, celle dont Lagrange a Tail usage, dans le tome II de la 
Meennique analytiquc ( Art. /|8, page (>iL Afin de rendre les formules 
plus concises et plus faciles a retenir, nous designerons genera- 
lemcnt par 

l/'.xl 

la surface du parallelogramme que Ton peut eonstruire sur les deux 
cotes r, .V, d’un angle plan {r,s), r^duits I’lin et I’autre a Tunile, et par 

I r. s, t I 

le volume du parallelipipede que Ton peut eonstruire sur les trois 
aretes r, s, t, d’un angle solide, reduites elles-mfemes a I’unite. 
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D'ailleurs, on obtiendra sans peine les valeurs de 

Ir, .t|. 1/-, 

en operant comme il suit ; 

Si, apres avoir construit le parail^lograinrne dont les c6tes sont r 
et .V, on prend r pour base de ce parallelogramme, la hauteur sera 
representee par le produit 

X sill ( s ) . 

Done I’aire dn parallelogramme sera proportionnclle, pour line valeur 

determinee de Tangle (/•,'), an produit rs, et represeiifee par 
Texpression 

rx sin ( r. .v ). 


Si, dans ccite expression, Ton rediiit chaeiine des longueurs r, s li 
Turiite, Taire dont il s’agit deviendra 

(I'O (/•,.? I sin (/•, .?). 

(loncevons maintenant qu’apres avoir construit le parallelipipede 
dont les arStes r, s, t se coupent au point 0, on eleve, par ce point, 
des perpendiculaires anx plans des trois angles 

(.V, i), {(, )■). (e, v), 

et noinmons 

n. s. r 


trois longueurs mesurees sur ces trois perpendiculaires, la premiere 

du meme cote que Tarete r par rapport au plan de Tangle (.v, t), la 

seconde du meme cote que Tarete .v par rapport au plan de Tangle (/, /•), 
la troisieme du mfeme cAte que Tarete t par rapport au plan de 

Tangle Si Ton prend pour base de ce parallelipipede le paralle- 

logramme qui a pour cOt6s /• et s, et pour aire le produit 

rs sin ( r, ^ ), 

OEuvres de C. — S. II, t. xn . > 
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la hauleur correspondant a cettc base sera Avidemment 

l cosi^t, Y ). 

Done le volume du paralleiipipede sera, pour des valeurs determinees 

des angles I (/. T"), proportionnel au produit rst, et cc volume 
sera exprime par le produit 

rsl sin(;', .v)cos(/, 7'). 

Enfin, si Ton reduit chacune des longueurs rst a I’unite, le volume 
lr(tuve deviendra 

(i 5 l I ^ < I ~ sill (r, ,« ) cos ( 

On ohtiendra de meme, en echangeant les aretes /•, .v, t entre elles, 
deux autres valeurs de \r,s, <] qui seront, avec la prec^dente, donnees 
par la I'ormule 

( i6 ) I r, s, / 1 =: sin (,v, /) cos(;'. ft) — sin ( /, r) co8(.i. S’) = sin (r. s) cos(^ /’), 

c’est-ii-dire, en d’autres termes, par I’equalion (O') de la page '^'io du 
111* volume. 

Lorsqu’on introduit dans le calcul les deux expressions 

I -O- ■ ['■- 

I'aire du parallelogramme qui a pour cAtes /■ et v, se trouve representee 
par le produit 

(17') 

et pareilleinent le volume du paralleiipipede qui a pour aretes les 
longueurs r, s, t, se trouve represenle par le produit 

(18) 1 1- 

Ajoutons que les aires du triangle et du parallelogramme, qui ont 
pour c6tes r et s, etant entre elles dans le rapport de i a 2 , I’aire du 
triangle sera repr^sent^e par le produit 

sj- 
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Pareilleinent les volumes dii tetraedre et du parallelipip^de qui out 
pour aretes /•, s et t, etant outre eux dans le rapport de i a 6, lo 
volume du tetraedre sera represente par le produit 

(50l .«. /]. 

En finissant, nous indiquerons iin moyen tres simple de resoudre 
line question qu’il ne sera pas inutile de trailer ici, et nous recher- 
oherons ce qne deviont I’aire exprimee par la notation [r, j], quand 
cette aire est projet^e sur un nouveau plan par exemple, sur le plan 

de Tangle ( ii, c). 

Supposons que, les longueurs 

/*, .S', f/ , 1 

etant toutes mesurees a partir de Torigine 0, on nomine 
les projections absolues et orthogonales des longueurs 

r, s 

snr le plan de Tangle («, e); et soil i Tangle aigu compris enirc les 

plans des deux angles (/•,.» ), («,*’ ), ou ce qu’on appelle Tinclinaison 
de Tun de ces plans sur Tautre. Si Ton projette sur le plan de 

Tangle ' ) le parall6logramme qui a pour cotes /• el s, Taire de la 
projection sera 

Pi sin (p. i). 

Mais, d’autre part, on aura evidemment 

p -rr r cos ( r", p ) , i ~ s cos ( .?, i ) ; 

done Taire de la projection pourra PIre represenlee generalement par 
le produit 

(21) c.?cos(r. p)cos(j, 5)sin(p, ?). 

En reduisant, dans ce produit, ret s a Tunite, on obtiendra la projection 
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de raire|r, jJ sur le plan de i’angle («,♦'). Celte derniere projection 
sera done exprimee par le produit 

( 3 ^) cos{r. p)ros(.?, {)sin(p. i). 

O n’est pas tout, f/aire du parallclograinme qui a pour cotes r et s 
etant represent^e par le produit 

/•.vsiii(/-, .v). 

il siiffira de diviser la projection de celte aire par cetle airc mcme, ou, 
en d’aiitres lerines, par le produit ( 21 ), pour obtenir le rapport 

( -,3 ) ( /Cp ) I'os ( .t. ; ) -iin ( p, ; ) . 

sin ( r, s} 

et Ton obtiendra encore 6videmment le memo rapport si Ton reduil a 
moitie I’airo dont il s’agit et sa projection, en leur subslituant I’aire 
du triangle qui a pour cotes r, s, etia projection de I’aire de ce triangle. 
D’ailleurs, rieti n’ernp^clie d’attribucr aux cAtes /-, s des longueurs 
telles, (jue le troisieme c6t6 du triangle devienne parallele au plan de 

Tangle ( «, * ), par consequent a la droite suivant laquelle se coupent 

les plans des deux angles (r, s), ( u, c); et si, en supposant cette condi- 
tion remplie, on prend pour base du triangle ce troisieme cote, il se 

projettera en toute grandeur sur le plan de Tangle (u, v), pour y devenir 
la base du triangle projete. Alors, le triangle et sa projection offrant 
des bases egales, Icurs aires seront entre elles dans le rapport des 
hauteurs correspondantes, et comine ces hauteurs seront mesurees 
sur des droites perpendiculaires aux deux bases, par consequent, a la 

droite d’intersection des plans des deux angles (r, .v), («, c), le rapport 
de la seconde hauteur a la premiere sera preciseraent le cosinus de 
Tinclinaison des deux plans, e’est-a-dire de Tangle t. Done, le rap- 
port (u'l) sera precisement egal a cost, et Ton aura, par suite, 

( 3/1 ) cos ( r, p ) cos ( .V. s ) si M ( p. s ) ~ si u ( r. x ) cos t , 
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En vertu de la formule (24), la projection de t’aire |r, sur le plan 

de Tangle («, ('j poiirra etre representee non seulement par Texpres- 
sion (22), inais encore par le produit 

( 'iH ) -.in ( r, .«) cos i. 

ou, ce qui revient an rn^me, par le produil 

(26) I /•,.?] COSl. 

II y a plus : en substituanl le produit ( 2()) au produit (22) dans 
Texpression (21), on obtiendra la suivante : 

( 27 I /•.« L r. .V I cosi. 

qui devra, coinrne Texpression ( 21), represenler la projeetion de Taire 


c’est-a-dire de Taire du triangle dont les cotes sonl r et s. On se trouve 
ainsi rarnene par un calcul tres simple i cette proposition connue, 
que Vaire d un triangle trad dans an plan est d sa projection sur un 
autre plan, dans le rapport de runiti au cosinus de Vanglc aigti cornpris 
entre les deux plans. 

La formule (24) coincide evidemrnent avec Tequation ( 8 ) de la 
Note inseree a la page i ll du III® volume (' ). Alais on doit observer 
que, dans cette Note, Tequation dont il s’agit, au lieu d’etre demontree 
directement, avait ete deduite de la proposition ineine que nous venous 
de rappeler. 


11. — Sur les resultantes forniees avec les cosinus des angles 
cornpris entre deux syslemes d'uxes. 


Considerons dans un plan ou dans Tespace deux syslemes d’axes 
rectangulaires ou obliques, chaque systdme etant compost de deux ou 


I ^ ) G^tivres de Cauchy^ sorie 11, I. XIII, p. i4<). 
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Irois axes seuleinent. Supposons chacun de ces axes ind^finiment 
prolonge dans une direction determinee, qui sera cede d'une certaine 
longueur port6e a partir d’une certaine origine 0, sur I’axe dont il 
s’agit.Enfin, notnmons 

/*, \ Oil /% .V, / 

les longueurs ainsi inesurees, & partir d’une inline origine, ou a partir 
d’origines diverses, sur les directions assignees aux deux ou trois 
axes qui composent le premier systeme, et 

OU //. O' 

les longueurs mesurees, a partir d’une mftrne origine, ou a partir 
il’origines diverses, sur les directions assignees aux deux ou trois 
axes qui composent le second systeme. Les angles coinpris entre 
les axes du premier systeme et les axes du second systtune auront 
pour cosinus, si chaque systeme est compost de deux axes seu- 
lement, les quatre quantiles comprises dans ce tableau 

! C0!>(/', u ), cos(/’. l ). 

ros( /(), cos(.v. t'); 

et, dans le cas contraire, c’est-a-dire dans le cas ou chaque systi^me 
serait compose de trois axes, les neuf quantit^s 



D’ailleurs, on pourra former une resultante deux dimensions avec 
les quatre termes du tableau (i), et une resultante a trois dimensions 
avec les neuf termes du tableau ( 2 ). Pour abreger, nous designerons 
ces deux resultantes a I’aide des notations 

Ir, ,v; //, !■], [r. s, /; u, i’, «'], 

dont chacune offrira, comme on le voit, deux syst^ines de quantiles 
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separees les unes des autres, non seulement par des virgules, mais 
aussi par le signe ; interpose entre les deux systemes. II est vrai qu’au 
premier abord on peut 6tre tent6 de trouver ces nutations trop sem- 
blables a celles que nous avoiis adoptees dans le premier paragraphe; 
mais on verra, dans le paragraphe III, que cette similitude, luin d'Mre 
un inconvenient, est un avantage tres reel, el que les expressions 

I/-. .V. /| 

se trouvent comprises, comme cas parlieuliers, dans les expressions 
plus generales 

I /•. .V : //, t-' ], I /•, .V, / : //, r, tr], 

Les notations que nous venons de proposer etant adinises, on aura 
gen^ralement 

i3) r I — ( r, //) ros ( A, r ) - cos ( /*, r ) cos ( 

et 

< 4 ) I /•. A*, t : //, t’. (V I 

cos(r, //)cos(. 9 , r)c08(/, iV 
hcos(r, e) cos(a-, tr) cos(/, u 
cos ( r, tv) cos (5, //)cos(/, c 

D'ailleurs, les deux r^sultantes 

I A ; (t, c ], I /*, ,v, t \ u, 1 ’, »c |, 

d6linies par les equations (3) et (4), jouissent de proprietes qii’il est 
utile de bien connaitre, et que nous allons successivement 6noncer. 

Observons d’abord qu’en vertu des forinules ( 3) et (4), chacune des 
resul tallies 

I r\ s : //. c j, [ f\ .V, / ; v, iv ] 

ne sera pas alt6ree, si Ton echange entre eux les deux systemes 
d’axes, par consequent les deux systemes de longueurs 

/’, .? el ^/, r 


- ros\ 


i(r, // ) C 08 (a*, iv) C 08 (/, c) 
cos ( V ) cus ( ,v, ti ) cos ( /, 1 V ) 
— cos(r. ic) cos(.v, c)cos(/. it). 



to 




Mais chacune de ces resultantes changera de signe, sans changer de 
valeur iiurn^rique, si I’on 6changeeutreelles deux longueurs mesurees 
sur deux axes apparlenant au ineine systi^me. On aura, par exeinple, 

(^5) I a. /■ ; (/, I' I I /•, S'. (I. (■ I 

et 

( 6 I I , iv] ~ - I /•, .V, / : //, r. ir I . 

Observons encore qne c.liacune ties resultantes 

I f\ s ; //, (’ |, I /•, .9. / ; //. r, ir ] 

changera toujours de signe, sans changer de valeur nuinerique, quand 
on y remplacera Tune quelconque des directions 

r, /, //, tr 

par la direction opposee. En elTet, supposons que Ton suhstilue, par 
exeinple, a la longueur /• une longueur /•', inesuree, comme la lon- 
gueur r, ^ partir dc I’origine 0> mais dans une direction opposee a 
celle de r. Alors, dans les seconds ineinbres des formules (3^ et (4h 
tes angles 

(/■,?/), (/•■ i-), (/."') 

se Irouveront remplac6s par leurs supplements 

('■',«•) I 

et piiisque deux angles, dont I’un est supplement de I’autre, ofTrent, 
avec le meme sinus, deux cosinus 6gaux, aux signes pres, mais 
allectes de signes contraires, il est clair que la substitution de r' it r 
aura pour effet unique de changer le signe de chaque terme dans les 
valeurs des resultantes 


I s\ II, t'l, \r, .1, I; II, f, ti’l- 
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On aura done, par suite, 


(7) 

[r'. s; //,«’]= - 

- 1 .9 

et 



(8) 

[/•', ,9, l\ U, C, «’) — 

■ L'-, " 


Remarquons encore que les angles dont les cosinus entrent comine 
facteurs dans la composition des divers termes des deux r^sultantes 

\r, s; M, e], ( r, s, I; ii, c, le], 

lie varieront pas si Ton transporle parallelemeni ii lui-meme chacuo 
des axes sur lesquels se rnesurent les longueurs 

/*. V, if, H’, . . . 

En consequence, on peut enoncer la proposition suivanle : 
THEORfcME. — Si les longueurs 

r\ s. I, if, tr, 

sont mesurces^ d partir d\)rigines dix erseSy sur dix ers axes indejiniinent 
prolonges dans certaines directions^ on n'^altcrera point les valeurs des 
resultantes 

I /’, .V ;//,♦'!, I /•, .V, t ; //, r, tr | 

en transportnnt les axes dont il s*agit, parallelement d eux-memes^ sans 
changer tears directions,^ de rnaniere d donner pour origine commune 
aux dwerses longueurs un point unique. 

Ea egard k ce th6oreme, nous supposerons, dans les paragraphes 111 
et IV, les diverses longueurs 

/*, s, t, e, iv 

toutes niesur^es a partir d’une seule origine 0, qiii sera le sommet 
commun des angles plans compris entre elles, et des angles solides 
dont les aretes coincideront avec trois de ces inemes longueurs. 

Nous venons de rappeler quelques-unes des propri6tes des deux 

OEuvres de C. — S. II, t. XIV. 


3 
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resiiltaiites 

(r, M, f], fr, s, t: u, c. u-]. 

line autre propri6te remarquable de ccs memes resultantes c’est que la 

premiere no sera point alteree si chacun des angles (/•, s\ («, v) vienf 
a tourner autour du point 0, sans changer de valeur, dans le plan qui 
le renferme, et que pareillement la seconde ne sera point alteree si 
chacun des angles solides construits avec les aretes r, s, t ou u, e, »•, 
tourne autour du point 0, sans se d6fornicr. Mais, pour etablir plus 
ais^inent cette propriele, il convieni d’exaininer successiveinent lecas 
partieulier dans lequel un des deux systtnnes d’axes 


se compose d’axes perpendiculaires entre eux; puis le eas gi^neral oil 
les axes de ehaque systeme comprennent entre eux des angles quel- 
conques. C’est ce que nous ferons dans les deux paragraphes suivants. 


111. Determinalion de la resaltante construite as'er les cosinus 
des angles que des a res qnelronques forrnent (t^ec d auires 
ajes perpendiculaires entre eux. 


Considerons d’abord, dans un plan donne, deux axes indcfiniment 
prolong^s a partir d’un certain point 0 dans deux directions determi- 
nees. Soient 

/*, S 

deux longueurs mesurees dans ces deux directions a partir de I’ori- 

gine 0; et supposons, dans le plan de Tangle (r, .v), la position d’un 
point quelconque rapportee it deux axes rectangulaires des a-, y, qui 
passent eux-memes par Torigine 0. Enfin nommuns 

deux longueurs mesurees, a partir de cette origine, sur les axes desa^, 
Y, indcfiniment prolonges dans le sens des coordonnCes positives. Les 
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cosinus des quatre angles 

(rM iC,). 

(A). (Cy). 

que forineront les deux c6t6s de I’angle (/•, s) avec les deux cotes de 
Tangle droit (x, y), par suite, la r^sultante 

( I ) [ r, ; X, y ] = co>f ( r, x ) cos ( .v, y ) - cos ( r, y ) cos ( ,v, x 

constrifite avec ces cosinus, pourront fetre 6videmment exprimes ii 
Taide des sinus et cosinus des seuls angles 

(/O), (O)- 

Si, pour plus de commodity, on commence parsupposer leslongueurs 
r, s, situ6es I’une et Tautre du c6te des y positives, c’es!-a-dire, en 
d’autres lermes, du m6me cdt6 que y, par rapport a Taxe des x-, alors 
chacun des angles 

(;(y), (/. y) 

6tant aigu offrira un cosinus positif; et. comme la valeur numerique de 
ce cosinus sera le sinus de Tangle forme par la longueur rou .v avec une 
direction perpendiculaire a y, on aura 

cos ( r, y ) = sin ( r, x ), cos ( s, y ) = sin ( s. \ ) . 

Done alors la formule (i) donnera 

( /•, s; X, y ] cos(r, x ) sin (x, x ) - sin ( r, x ) cos(x, x ), 

ou, ce qui rerient au m^me, eu egard a la formule (ii) du 
paragraphe 1, 

I/-, x; X, y]=isin[(x'', x) - (r. \)]. 

Mais alors aussi, la difference 

(x'Ti) - (rCi), 
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egale, au signe pr^s a Tangle (/O), sera positive ou negative, avec son 
sinus, suivanl que le inouvement de rotation de /• en s sera direct ou 
retrograde. Done ia derniere des (orinules obtenues poiirra s’6crire 
conime il suit 

(i ) I .v; \, y I { r, -i ) sin ( /•, .? ) . 

D’ailleurs I’equation (2). ainsi etablie pour le cas oil les longueurs/-, .1 
seraient (outes deux situecs du cote des j positives, confinuera de sub- 
sister, en vertu de laformule (7) du paragraphe 11, joiiile, a la lor- 
mule (2) du paragraphe 1 , si Ton substitue a Tune des directions r, s 
ia direction opposee/-'ou.v', situee du cOte des j negatives, et, par suite 
encore, si Ton substitue en inenie temps /•' ii r et s' a ,v. Done la for- 
mule (2) subsistera pour deux longueurs dont chaciine pourra 6tre 
situee, comme I’on voudra, ou du cote des / positives, ou du c6te des y 

negatives. D’aiilre part, la quantile positive sin ( /-, s) represente preci- 
seinenl ce que devient la surface du parallelogram me construil sur les 

cotes/-, jde Tangle (/-, v), dans le cas 0(1 ces cotes sont tous deux egaux 
a Tunile, et Texpressi(tn 

{ r, s ) 

se reduit + 1 ou a — 1, suivanl que le inouvement de rotation de /- 
en s est direct ou retrograde, c’esl-a-dire dirige dans le sens du inou- 
vement de rotation de r en s, ou dans le sens oppose. Cela pose, la for- 
mule (-2) entrainera evidemment ia proposition suivante : 

TuEORfeME 1. — Etanl donnes dans un plan, an angle droit (x, y), an 

angle aigu, droit ou obtus{r, s), qui out pour sommetcommun le pointO; 
si Von determine les quatre cosinus des autres angles 

{iC'x), {r,\), 

{s.\), (.V, .y), 

que formeront les cdtes r, s de V angle (r, f) avec les cdth x, y de I'angle 
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droit {x, y), la rhultante 

k, •«; X. yJ. 

construite avec ces quatre cosinus, sera positive on negative, suivant que 
les mouvements de rotation de r en et de x en y, s'effectueront dans Ic 
mime sens on en sens contraire : et cctte resultante aura pourvaleur nume- 

rique le sinus de Vangle (r, .t), ou^ ce qui revient au mime^ I’aire du 
paralUlo gramme que Von pent construire sur les cdtcs r, s reduits Vun el 
V autre a I’unite. 

Corollairc. — La valour nuinerique de la resultante 

•«; X, y] 

etant independante non seulenieni de la position qu’occupent, dans le 
plan donne, les axes rectangulaires sur lesquels se mesurent les deux 
longueurs x, y, mais encore du sens dans lequel s’effectue le mouve- 
ment de rotation de x en y, il est natnrel de representer cette valeur 
num^rique par la simple notation 

que Ton deduit de i’expression 

N, x|. 

en y elFatjant les deux lettres x, y, employees pour indi(|ner deux direc- 
tions dont il n’esl pins necessaire de faire une mention expresse. 
Alors Tequalion {•?. ) se trouve remplacee par les deux formules 

(3) I /■, s: \, \ I I /■, V ) I /', .V |. 

-v), 

dont la seconde reproduit preciseinent I’nne des notations admises 
dans le paragraphe I. 

Supposons maintenant que, le sominet 0 de Tangle (/•, .v) etant tou- 
jours pris pour origine des coordonnees, on rapporte la position d’un 
point quelconque de Tespace a trois axes rectangulaires des a?, y, s, 
dont les deux premiers pourront etre situes en dehors du plan de 
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Tangle (/•, j); et 


nommons 


trois longueurs mesur^cs, a partir de Torigine 0, sur les trois axes 
des X, y, z, indefiniinent prolonges dans le sens des coordonn^es 
positives. Si Ton determine les cosinus des quatre angles 




(A). (Cv). 


que formeront les c6tes de Tangle (r, s) avec les c6tes de Tangle droit 
(x, y), on pourra toujours construire avec ces cosinus une resultante 


r, s\ X 


, v| = cos(r, x)cos(x, y) - cos ( r,"y ) cos ( xfx ) 


Si d’ailleurs, apres avoir projele les longueurs 

r, s 


sur le plan des x,y, on nomme 

P. s 

deux longueurs nouvelles inesurees, a partir du point 0, dans les direc- 
tions mt^mes des deux projections ou dans les directions opposees, on 
aura encore. 

[p. S: X, J 1 — ') *'«s(p- y) - cos(p, y)cos(s, y). 

iMais, en vertu d’un thi^oreme connu et relatif aux plans qui se coupent 
a angles droits [voir le th6oreme VII de la page 3i i du III*’ volume (' )], 
on pourra, aux deux equations qui precedent, joindre les forrnules 


cos(/’, X 

) 

cos(r7>) 

{ 

cos^p, X 

1 ■ 

) 

O 

o 


cos \ .V, X 

) 

COSV.V, y) 

( 

COs( ^ 

r 

cos(«^ y) 

— COS \ Sy 5 


(') G^uvres de Cauchy, .s6rie II, 1. XlII, p. 349- 
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puisque les plans projetants, c’est-a-dire les plans des deux angles 

(/•. p). (.V. ;i 

seront tous deux perpendiculaires au plan de Tangle ix, y ). Done les 
deux equations dent il s’agit, coinhinees enlre elles par voie de divi- 
sion, donneroiit 

I — cos ( /■, p) <■<>»(.?. ;), 

Ip. s; X, y] 

et Ton aura, en consequence, 

(.5) \r.s; X. y)"-[p, \, \ | p) (•os(.s, j). 

Enfin, les directions p, ? etant comprises dans le plan de Tangle (x, y) 
on lirera de la lormiile ( 2 ) 

I p, ^ ; \, y ] ' - ^p, i I sill ( p. i). 


et, par suite, la formule (5) donnera 

( 6 ) [r,.v; \. y I = (p, j)siii(p, s) cos(r, p) cos! 4 ). 

Rien n’empeche de supposer que les deux lettres 

p. « 

representent en grandeur et en direction les projections absolues des 
longueurs 

f\ S 


sur le plan des jt, y. Si, pour plus de commodile, on adopte cette sup- 
position, les deux cosinus 

c(>s(r, p), <•«>»(.?, s) 

seront tous deux positifs, et pour qu’ils representent les projections 
absolues p, ? des longueurs r, s sur le plan des ./•, y, il suflira que cha- 
cune de ces longueurs se reduise a Tunite. Alors, le parallelogramtne 
construit sur ces deux projections p, ? olfrira une aire evideininenl 
exprimee par le produit 
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puisque ce parallelogramme aura pour c6tes 

cos (/•,]>), cos(.?, s), 

et pour hauteur le proiluit 

cos (.9. sin(p, «), 

quand on prendra pour base le premier c6te cos (r, p ). 

Quant au factenr (p, ?), il se reduira ou a + i, ou a — i , suivantque 
le mouvement de rotation de p en ? sera direct ou retrograde, c’est-a- 
dire dirige dans le sens du mouvement de rotation de x en y, ou dans le 
sens oppose. D’ailleurs, p et c etant, par hypothese, les projections 
ah.solues de/- et de .y sur le plan des .r, v perpendiculaire a I’axe des 2 , 
il est clair que les rnouvements de rotation de p en ? et de r en # s’effec- 
tueront dans le meme sens autour du demi-axe des z positives, c’est- 
ii-dire autour de la direction z. Don(% si Ton adopte les definitions et 
notations proposees dans le paragraphe 1, le mouvement de rotation 
de p en c sera direct ou retrograde dans le plan des y, suivant que 
le mouvement de rotation de r en .v autour de la direction z sera lui- 
rneme direct ou retrograde dans I’espace, et Ton aura 

(7) ip, (r, s, 

done I’equation (G) pourra etre presentee sous la forme 

( 8 ) I /•. .V ; \ ( r, .9, /. I 'iin ( p, ? ) c<>« ( r, p ) co^ ( . 9 , j )' 

et Ton pourra enoncer la proposition suivante : 

TiiEOBftMF. 11 . — litant donnes, dans I’espace, un angle droit y )etun 

angle aign, droit ou obtus (r, .y), quiont pour sommet commun le point O', 
si Von dislribue. les cosinus des quatre angles 

(r.s). (A). 

que formeront les cdtis de V angle (r, s) avec les cdtis de I’anglc droit 
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(x, y), la risultante 


Ir, ,v; V 


construite ai^ec ces qiiatre cosinus^ sera positive on negative^ suivant qiie 
les mouvements de rotation der en s et de xeny autoiir d\ine direction z 

perpendiculaire an plan de V angle (x, y), s'^effectueront dans le mdme 
sens on en sens contraire: et cette rhultante aura pour imleur numerique 
Vaire du par alUlo gramme qiie Von pent construire^ dans le plan de 

V angle (x, y ), sur les projections des cdt(^s r, reduits Vun et V autre d 
VuniU. On pent remarquer d'ailleurs que ce par alUlo gramme esl la 
projection de celui que Von poiirrait constj'uire dans Vespace sur les cdtcs 
en question, 

Concevons maintenant que, le meme point 0 etant lout a la fois 
le sommet de Tangle (r, s) et de Tangle droit ( x, y), on nomrne 

/, m, n 


trois longueurs inesurees a partir du point 0, la premiere surladroile 

d’intersection des plans des deux angles ( x, y ), ( r, s), et les deux der- 
nieres sur des perpendiculaires menees a cetle droite dans les deux 
plans dont il s’agit. Supposons d’ailleurs, pour plus de cotnmodite, 
chacune de ces perpendiculaires dirigee dans un sons tel, que les deux 
mouvements de rotation de x en y et de / en m soient de meme espece 
dans le plan de Tangle (x, y ), et que les deux mouvements de rotation 
de r en j et de / en n soient de memo espece dans le plan do Tangle 

(r, ,v). On pourra faire tourner Tangle droit (x, y ) dans le plan qui le 
renferme, de maniere a Tappliquer sur Tangle droit (/, m ), et a faire 
coincider les deux directions 

la premiere avec la direction I, la seconde avec la direction rn. Tela 
pose, on conclura du theor^me II, que la valeur generale de 
Texpression 

\r, .v; .\, yj 


OEuvres de C. — S. 11, I. XIV. 
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ne diflere pas de la valeur particuliere qu’acquiert cette expression 
quand on y rcmplace x par /, et y par rn. On aura done gen6ralement 

[/•, .\, y 1 = [/•, .v; /, m], 

Oil ce qui revientau meme, 

( r, ; X, y [ = cos( r, / ) (•os(.f, n? ) — cos( r, m ) cos(.v, / ). 

Mais, d’autre part, le plan qiii renfermera los deux directions m, n, 
dont chacunc esi perpendiculaire a ia direction /, sera lui-meme per- 
pendiculaire a /, et, par suite, a tout plan qui contiendra /, par conse- 
quent au plan de I’angle .»), on, en d’autres termes, au plan des 

deux angles (r, n),is, n). Done le theoreme relatif aux plans qui se 
coupent a angles droits, le theoreme VII de la page '3i i du III” volume 
donnera 

cos ( r, ni) — cos ( ;■, n) cos ( m, n), 
cos ( S. /II ) cos ( X. 11 ) cos ( W, rt ). 

En substiluant ces valours de cos (/•, ni), cos (.v, n) dans I’equation 
pr6cedente 

I/', x; > I = cos(/-, ?)cos(.v, III) - cos(r, »()cos(x, /), 

et en ayant egard a ia formule 

[/’, /. «]=:cos(r, /)cos(x, ii) - cos(r, «)cos(x, /), 


on trouvera 


I r. .V ; y I — - | r, s : /. ii] cos ( nt, « ). 


Enlin, puisque Tangle droit (/, n) sera renferme dans le plan de 

Tangle {r, x), et que dans ce plan, les deux mouvements de rotation 
de r en f et de I en n auront, par hypotliese, la meme direction, le theo- 
reme I donnera simplernent 

|r. x; /, n] ■= sin(r, x) ; 
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et, par suite, la valeur gen^rale de la resultante [/•, s; x, y] pourraetre 
r^duite k 

(<}) ['■.•«; X, y] = sin(/-. i) cos(/n, «). 

Done, puisque sin (r, s) repr^sente I’aire [/•, .9] dii losange que Ton 
pent construire sur les c6tes .v reduits chacun k I’unit^!, on aura 
encore, dans I’hypothese admise, 

(10) [r, .9; X, y] = Ir, .s| oos(«C«)- 

II est bon d’observer que Tangle {m, n) compris entre des droites 
m, n menses dans les plans des deux angles 

(x',"^y), 

perpendiculairement a la commune intersection / de ces deux plans, 
est egal ou a Tangle aigu qui rnesure Tinclinaison du second plan sur 
le premier, ou au supplement de cet angle aigu. Done le cosinus de 

Tangle {m, n) doit elre egal, au signe pres, au cosinus de Tinclinaison 
mutuelle des deux plans dont il s’agit; et Ton peut encore enoncer la 
proposition suivanlo : 

Theor^me III. — Les mdmes choses itant posies (pie dans le thioreme II, 
la risuUantc 

{r, s\ X, y 1 

aura encore pour valeur numerique le produit du sinus de V angle ir, s) 
par le cosinus de I’ inclinaison mutuelle des plans des deux angles ( r, .v ) 
et (xC y). 

D’ailleurs, comme on Ta d6jk remarque, le premier facteur de ce pro- 
duit est precis^ment Taire du parallelogramme que Ton peut cons- 
truire sur les deux cotes r, .9 reduits Tun et Tautre k Tunite. 

Corollaire. — Si, en supposant que Tangle droit ( x, y) et Tangle (r, s) 
ont pour sommet le memepointO, on nomme June longueur mesur^e. 
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a partir de ce point, sur une perpondiculaire an plan de Tangle (r, j), 


Tangle ( 7 ’, z), compris entrc deux droites 7 ’, z respectivementperpen- 

diculaires aux plans des deiix angles ( x, y), (/•, v), sera (Widemment 
egal ou a Tincliiiaison mutuelle de ces deux plans, ou au supplement 
de cette inclinaison; el, par suite, les cosinus des deux angles : 


(w, «), (/’, z) 


oH'riront la menie valour nutnerique. Si d’ailleurs on suppose les direc- 
tions 7 ’ et z situees d’un rneme cote par rapport au plan de Tangle (/-, .v), 
les mouvements de rotation deren .vautour de la direction z, et de ren 
s aufour de la direction T s’eft'ectueronl dans le mc^trie sens; el Ton aura 
en consequence 

( r, s, 7.) — i r, s, T). 


Done alors la rcsultanlo 



qui esi, en verlu de la rornuile(8), une (juantite aH‘ect6e du signe 
de (/•, .V, z), sera aussi uik* quantile aireclee du signe de (/•, .v, T) \ el ce 

signe sera encore, eu egard a Tequation (9), le signe de cos irn, u). 
On aura done, dans Thypolhese adrnise 


(II) 



Ajoutons que cette derniere I'orinule conlinuera evidernineni de sub- 
sister, si a la direction T 011 substitue la direction opposee, puisque 

alors Tangle ( f, z) etant reniplace par son supplement, les deux lac- 
teurs du produit 

( r. s, T) cos( 7', z) 

changeront de signe. La Cormulet^i i) sc trouvanlainsi etablie pour tons 
les cas, Tequalion (9) donnera generalement 

( 12 ) [r, 5 ; X, .V, 7’)sin(r, ^)cos(7’, z), 
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ou, ce qui revienl au meme, 

(iS) [/•, .v; X, y I = ( /•, .«, 7’) [r, .?] cos(7’, 7,). 


Si inaintenanl on echaiige entre ellos les trois directions x, y, z, eii 
observant que les trois mouvements de rotation de x en y aiitour de z, 
de y en z autour de x, ct de z en x autour de y, sont tons trois de 
inerne espece, on obtiendra, an lien de Tequation ( 12 ), deux equations 
du menie genre, qui seront coiTi|)rises avec elle, dans la seiile formule 


(> 4 ) 


\r, -v; ^ -^1 ^ > I ^ ,, 

(•()s(7', \) C0b{'J\ \) »;o^(7’, 7 .) 


/•)si 


sin (/•, s) . 


Considerons, ii present, outre les axes rectangulaires des w, y, 2 , 
sur lesqiiels on suppose portces a partir de I’origine 0 les trois lon- 
gueurs X, y, z, trois autres axes rectangulaires ou obliques, ind^lini- 
inent prolonges a partir <lu point 0, dans des directions delerminees; 
et nomrnons 

/•, s, / 


trois longueurs qui, ayant le point 0 pour origine, se rnesurent dans 
ces trois directions. Les cosinus des neuf angles plans 

{.«, x), (i, x), (.V,/.), 

('. .y)- (^ ^■) 

que formeront les directions i\ s, t avec les directi(tns x, y, z, seront 
les 6l6ments de calcul qui entreront dans la composition des trois resul- 
tantes it deux dimensions 

I I r, s\ y, 7 ]r=:cos,(r, y)cos(.v, 7) — cob(/-, 7) c'.os(a-, y), 

[r, s\ 7, x]mcos(r. z)cob(i, x) — cos(r, x)cos(,i, /.), 

[/•, 5 ; X, y] n: cos(r, x) cos(*, y) — cos(r, y) cos(.5, x), 
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et de la resuUante a trois dimensions 


(i6) 


[r, .V, t \ x,y, z]ziicos( 

yr, 

I cos( 


)cos( 


I — cosi 


Icosi 


)cosi 

:o) 

=:(;Os( 


) cosi 

f 

)cos( 


1 — cosi 

y 7 

)cosi 


)cosi 


“ ~ cosl 

7, )cosl 

( / > 

Xy 

1 cosi 

y] 

I— cosi 

7^ 

)cosi 


) cosi 

’fA 


Or, en vertu des formules (i5) et on aura 6 videmment 

(17) [r, 5 , <; X, >■, 7. I = j/-, 3, z.] cos ,(4 x) I | r, x; z, x | cos(<'ry) 

-+ I /•, s: \, _y I cos{t, z). 

D’ailleurs, si Ton iiomme T une longueur inesuree, a partirdu point 0, 

sur une perpendiculaire au plan de Tangle ir, s), les valeurs des 
expressions 

I/-, .?;y, z], I/-, i;z, x|. [r, s; x, _y| 

pourront etre deduites de la f'ormule (i 4 )» etde cetteformule combinee 
avec T^quation ( 17 ), on tirera la suivante : 


\r, s. t ; X. y. z| 


<;os(<, x)cos( 7 ', x) -4- cos(i, \)co',( 7 ’, + cos(i, z)cos( z) 


-■{r,s, T)b\n{r,s). 


Done, en observant que, dans cette derniere, le d 6 nominateur du pre- 
mier membre est precisement ^gal a cos (/fV), on trouvera 


et, par suite, 

(18) 


jr, ,v, /; X, y, z | . / / \ \ 

■ 77 -^ — ^ =(r, s, 7 ) Mil {r, s ) , 

7 ) 


[r, s, /; X, y, /]--(/•, s, 7’)sin(/-, ,?)eos(/' 7’). 


Si, pour plus de commodity, on suppose que la longueur T soit 
situ 6 e du mOme cOte que la longueur t par rapport au plan de Tangle 

(r, s), les deux mouvements de rotation de r en j autour de t, et de r 
en s autour de T, s’effectueront dans le meme sens; en sorte qu’on 
aura 

(/•, 7’) — (/■, i, t). 
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Alors aussi, daas requation (i8) reduite k la formule 

(19) [r, ,v, /; X, y, 7.] — (/•, s, /)sin(r, 5 )cos (4 'f), 

le facteur cos {t, t) sera posilif, puisque Tangle (/, j) sera aigu; et 
par suite, le produit 

sin (/-, s) cos(/, 7’) 

representera la valeur du parall^lipipede que Ton peut conslruire sur 
les aretes r, .v, /, supposees (ontes rcdnites a Tunile [voir le 5 ; 1]. 
Quant an facteur 

{l\ S. t) 

il se reduira ou a + i , ou a — i, suivantque le inouvement de rotation 
de /’en v autour de t, etant direct ou retrograde, sera on ne sera pasde 
Tespece du mouvement de rotation de x en y autour de z. Doric la for- 
mule (19) entrainera la proposition suivanle : 

THfcORfeME IV. — Eumt donru' dans I’rspacc un angle solide dont les 
aretes X, y, z, rnesurees d parlir da point Jixe 0, soul perpendiculaires 
enlre elles, el un autre angle solide dont les ardtes r, s, t se coupent, au 
mdme point 0, sous des angles quelconques, si 1' on determine les cosinus 
des neuf angles 

(r. x), (/•, y), (/•, 7), 

(s', x), (s' y), {s, 7), 

(/, x), (/, y), (/, 7). 

(^ue formcroni Irs arHes ,v, r, avec les ardtrs x, y, z, la icsultante 

[/', .s >, z], 

construite avec ces neuf cosinus ^ sera positive ou negative ^ suismnt que les 
mou^enients de rotation de \ en y autour de z, et de r en s autour de t^ 
s^effectiieront dans le rn^me sens ou en sens contraire; et cette resultante 
aura pour valeur numerique le volume du parallelipipide^ que Von peut 
conslruire sur les ardtes r, .v, t rMuites chacune d r unite. 
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CoroUaire. — La valeur nutn6rique de ia resultante 

I /•, / ; X, V, z I 

etant independante non seulement de la position qu’occupeiit, dans 
I’espace, les axes rcctangulaires sur lesquels se mesurent les trois 
longueurs 

.y, z, 

mais encore du sens dans lequel s’ell'ectue le mouvemenl de rotation 
de X en y autour de z, i! est naturel de represenler cette valeur nutn^- 
rique par la simple notation 

-s /I, 

que Ton d^duit de I’expression 

\r, /; X, y. /-I, 

on y elTacanl les trois letlres x, y, z, employees pour indiquer trois 
directions dont il n’est plus necessairede faire une mention expresse. 
Alors I’equation (19) se trouve remplacee par le systeme des deux 
formules 

{■>A>) I r, <: \, \ , /-I — (;•,?, / ) (r, s. /]. 

( 21 ) I r, s. / 1 = siii(/', i) 7'), 

dont la scconde reproduit precisement Tune des notations admises 
dans le paragraphe I. A'outons que, si Ton nomine 

ft, s, T 

trois longueurs respectivement mesurees sur des perpendiculaires aux 
plans des trois angles 

(.?,/). (/,/•), (/•, - 0 . 

k partir du point commun aux trois aretes 

/ , .V, 

et situees, par rapport a ces plans, des memes cAt6s que ces trois 
arfetes, on pourra joindre i Inequation (21) deux autres Equations qui 
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seront comprises, avec elle, dans la seiile forniulo 

(•>/>,) [r, .9, /|r:sin(.9, //)r-sin(/, /•)('()s(.9, .S’)"sin(/\ .v)c()s(/, 

[ voir le 1]. 

En lerminant cc paragraphe, nous reniarquerons qu’en vertu des 
theoremes I, 11 et 111, la valeur de la rosultante 

I/-, .9: N I 

depend uniqnemeril de Tangle (/*,.v), de Tinclinaison du plan de ce! 
angle sur le plan de v, et du sens dans Icquel s’elTeetue, dans 
chacun de ces plans, le rnouveinent de rotation de /• en .v on de x cn j . 
l^areillenient, il suit du theoreme IV, qu(‘ la valeur de la resultanle 

|/, /; X, y, /.| 

depend uniqueinent de la forme de Tangle solide qui a pour aretes x, 
y, z, et du sens suivant leqiiel s\drectuc chacun des mouvements de 
rotation de r en s autour de et de x en y autour de z. En consequence, 
on pent enoncer la proposition suivante : 

Theorkme V. — Jxs longueurs 

. 9 . / : \ , \ , /, 

rUint mesurecs^ a partir d iific memc ori^inc 0, Ics trois premieres dans 
des directions quelconques^ les trois dernieres sur des axes perpendiculaires 
entre eux^ on naltn^era point la valeur de la resultanle 

Ir, .9; X, > |, 

en faisanl toiirner autour du point () chacun des anf^les 

(r, . 9 ), (x, >), 

suppose d^ailleurs invariable ^ dans le plan qui le renferrne^ ni la valeur 
de la rcsultantc 

[r, 5, /; X, y, z|, 

en faisant tourner autour du point 0, sans les de former, les deux angles 

(Jfitfi’re'i r/c f\ — S. If, f. \TA' > 
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xolides qui ont pour aretes, d'une part, les longueurs r, s, t; et, d'autre 
part, les longueurs y, t. 

Los resullats auxquels nous sommos parvenus dans ce paragraphs 
etaiont doja connus. Mais les formules a I’aide desquellos on les 
exprimail, n’ofl'raient pas toute la precision que Ton pouvait desircr, 
pnisqu’ellos renfermaient des doubles signes dont la determination 
dependait do cortaines conditions qu’il etait necessaire de mentionner 
dans 1(^ discours, et d’ononcer a part. L'adoption des signes 

propn's a indiquer le sens des niouvements de rotation, cl I’introduc- 
tion de oes signes dans los formules font disparaitre I’inconv^nientque 
nous venous de signaler. Nous allons voir maintenant avec quelle 
facilitc I’usage de ces memos signes permot d’etablir des formules 
generales, qui determinent completement les valeurs des r^sultantes 
analogues a cellos dont nous venons de nous occuper, mais relatives a 
deux systeines quelconques (faxes rectangulaires ou obliques. 

IV, Determination eie la rrsiiltante (onslruite avec les (osinus 
des angles que des aaes donnes forment avei' d' out res 
a. res rectangulaires ou obliques. 


t^onsiderons deux systeines d’axes rectangulaires ou obliques, inde- 
liniment prolong(is, a parlir d’une meme origine 0, dans des directions 
df'terminees sur lesquelles so mesurent, a partir du point 0, pour le 
premier sysleme, les longueurs 

s OU r, .9, /, 


et, pour le second systeme, les longueurs 

//, (’ ou f/, r, tT’. 


Si fon suppose chaque systeme compose de deux axes seulement, 
les longueurs 
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mesurees sur les directions de ces deux axes, comprendront entre dies 
un angle plan 



el les cosinus des quatre angles 

(r, n), (/•, (■), 

(.?, //), (.?. i ). 

que formerofit les directions r, s avec les directions «, e, seront les 
facteurs qui entreront dans la composition des divers termes de la 
resultante 

(l) I I’] — C(is(/-, m)cos(.«, f) — CO!)(/', r) COS (.S', ll). 

Or la valeur de cetle resultante pourra 6lre |)resenlee sous une forme 
tres simple, si les deux angles 

(,,<). (»;■■) 

etant renfermes dans un meme plan. Tune des directions r, s est per- 
pendiculaire a Tune des directions u, t, en sorte qu’on ait, par 
excmple, 

(r. 


En eft’et, supposons ces conditions remplies; alors on trouvera 

(■ON(r, f) — o, 

et, par suite, la formule (i) donnera 

j/', s: n, l•|=:cos(/■, ^/)cos(.v, I’). 

Or, la direction c etant perpendiculaire a la direction r, on pourra, 
dans les formules (4) du paragraphe 1, remplacer non seulement r 
par s ou par u, mais encore x et y par r et c; el, par suite, en conside- 
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rant coriime direct le inouvernent de rotation de / on < , on aura 

('OS ( // , /■ ) nzz ( //, (’ ) si (//, r ), cos ( X, r ) ^ - ( /■, \ ) sin ( /•, s) . 

Done la valeur trouvee de [/*, .v; //, i’| pourra etre reduite a 

I X ; I - - I ^ ) sin ( r, X ) sin ( c ). 

Observons d’ailleurs (|ue la forniule (2) eontinuera evideninient de 
subsister, si Ton considere connne direct, non plus le inouveinent de 
rotation de /• en inais le niouvement de rotation de e cn car, pour 
passer d'un eas a Taulie, il suflira de changer le signe de ebaeun des 
facteurs, ce qui iraltcrera pas leur produit. Ajoutons qu’en vertu de 
la forniule ( j ) du paragraplie II, joinle a la forniule ( i ) du paragraphe 1 , 
Tequation (2) subsistera encore, si Ton y cudiange separennuit 011 
simultanement r avec vet //avec c. Elle subsistera done non stnilernenl 
([uand r sera per[)endiculaire a e, niais encore toutes les fois que rune 
des directions r, .v sera perpendiculaire a rune des directions //, c. 11 
V a plus : on pent afliriner que la forniule (2) subsiste generaleinent, 
quelles que soient dans le plan donne, e’est-a-dire dans le plan des 

deux angles ir,s), iu, i), les directions des longueurs 

r, .S', //, r. 

(Test elTectivernent ce que I’on deniontrera sans peine, en operant 
coinine il suit. 

Rapportons la position d’un point quelconque, dans le plan donne, 
a deux axes rectangulaires des x et qui passc^nt par I’origine 
coniinune 0 d(‘s (|iiatre longueurs /*, .v, //, e; et nornmons 

\, \ 

deux autres longueurs niesurees, a partir du point O, sur ces deux 
axes indelinimi'nt prolonges du cote des coordonnees positives, 
rhacun des quatre cosinus renfermes dans le tableau 
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s<*ra determine par une equation de la forme 

(3) co^(r, I/) - "cos(/\ \) cos((/, x) ^ (■,0!>(r, y) co‘~(tf, y 
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et, en consequence, pour obleiiir chacun de ces quatre cosinus, il 
suffira d’ajouter entre eux Ics deux ternu's ronferines dans une inenie 
ligne horizontale du tableau 


COS ( \ ) ^ cos(/*, \ j, 

\), cos(.?, \ ), 


apreales avoir respectiveinent multiplies par b's lernies correspondants 
de rune des lignes horizontales du (abb'au 

(•(IS { II , \ ) . CdS ( //. \ ), 

COS ( c, \ ) , cos ( c. ^ . 


Cela pose, en ayaiit egard an tlieoreme general sur les prodnits des 
resultantes \ voir Ic ll*" volume, page i ()7 (')j, et en appliquant ce 
tlieoreme aux (|uatre equations semblables entre elles, qui seront de la 
forme de requalion (3), on trouvera 

(4) I r. S-, n. c| i:::! I r. 1 -. X, \ I I u, c; \, 

Or, a I’aide de I’equation (4). que Ton pent aussi jiresenter sous la 
forme 


on etendra facilement la formule 1 2 ) a tons les cas possibles. En ell'et, 
on pourra d’abord, en particularisant les directions u et t. lirer de 
I’equation (5) la valeur de fr, s', y]. Si, pour fixer les id6es, on 

suppose e perpendiculaire a r, et 1 / a /, on tirera de la formule (2 ), 
deja deinontree dans le cas ofi r est perpendiculaire a e, 

[ /•, s\ II, I'l — {r, .<i)iii, siii(/', .v) sin (y/, c); 


(•) CEu\>res de Caurhy,^ srrio [I, 1. Xll, p. ipi- 
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et, eu ogard aux conditions 





On trouvera de meme, puisque ii ost suppos6 perpendiculaire a y, 

I r ; \ I (■ ) sill ( «, r) ; 

puis, en substituant les valeurs ici trouvees des deux resultanles 

\r, ■«; II, t’l, |«, !■; y|, 

dans le second membre de la formule (4), on obliendra I’equation 

(ti) I /•, S'; \, \ I _ ( / , .S' I sill (/, S'), 

que Ton pourrait, au reste, comine on I’a vu dans le paragraplie 111, 
etablir direclemenl. Kntin, si I’on substitue dans le second membre de 
r^quation la valeur precedente de [?•, s; x, y|, et la valeur 
semblable de | //, e; x, y], qui seroni encore donnees par la iormnle 

I r ; \, \ I ~ I' ) sin ( «, r), 

quelle que soil la direelion attribuee a u, on sera immedialemenl 
rarneiie a requalion ( 2 ), qui sera ainsi d^montree, quelles que soienl, 
dans le plan donne, les directions des quatre longueurs 

X, It, I'. 

II est bon d’observer que Ic produit 

(/', X) (it, ('), 

renferm6 dans le second membre de la formule ( 2 ), se reduit simple- 
menl ii -i- r ou ii — 1 selon que les mouvements de rotation de cen s 
et de u en e s’effectuent dans le meme sens ou en sens contraire. Quant 
aux facteurs 

sin (/',*), sin(«, c), 


ils representent precisement les aires de deux parallelogrammes que 
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I’on peutconstruiresur les c6tes des deux angles plans (/•, ,v), («, i ), en 
supposanl chacun de ces c6t6s reduit k I’unite. 

Cela pos6, la formule (2.1) entrainera evidemment la proposition 
suivante : 

Theor^mk I. — ittant donnes, dam an plan, deux angles 

si Von dHermine les quatre cosinus des autres angles 

(/•, //), (r, r). 

(.V, //), (s‘, f), 

que for rneront entre eux les cdtes des deux angles donnh^ la resultante 

!/•, .v: r|. 

construite a^rc ces quatre cosinus, sera positin' ou mgatue, selon que 
les moueenients de rvtation de r en s et de u en r s*e(fectueront dans le 
rnerne sens ou en sens contraire: et cette resultante aura pour valeur 
numerique le produit des sinus des deux angles donnes^ ou, ce (jui 
revienl au rnerne^ le pj'oduit des airesdes deux parallelogranimes que Von 
pent construire sur les cdtes de ces deux angles, en supposant ces cdtes 
reduits d V unite, 

Corollaire, — Si, coinme nous ravens deja fait dans le paragraplie III, 
on designe par 

I’aire du parall6logramme qui a pour cAles les longueurs r, s reduites a 
Tunite, on aura 

[ /■, s\ Z-- ^in(/\ ,?), I e| siri(//, r). 

et la formule ( 2 ) pourra s’^crire coinine il suit : 

(7) I'*, e, r] — {r, r)\r, e|. 

Supposons inaintenant que les deux angles 

(/O). 
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ayant pour sommet commiin le point 0, cessent d’etre situes dans un 
mfeme plan ; puis, en prenaiit le point 0 pour origine des coordonn6es, 
rapportons la position d’un point quelconque de I’espace a trois axes 
rectangulaires des x, y, z, dont les deux premiers soient renferines 
dans le plan de Tangle (u, e); et nominons 

X, V, /. 

trois longueurs mesurees a partir de Torigine 0, sur ces trois axes 
indefiniment prolonges dans le sens des coordonnees positives. 
Chacune des directions //, c etant comprise dans le plan de Tangle 

droit (x, y), la formule (.‘1> et celles qu’on en dediiit en romplacant 
separement ou simultanement rpar s et u par e, continueront encore 
de subsister le theoreme VI de la page 3ii du IIF volume (')], 
et entraineront encore avec elles Tequation (4), en sorte qu’on aura 

( '( ) I /•, : ti, <■ I — [/•. > I I (I, r; \, v], 

De plus, Tangle («, <■) etant compris dans le plan de Tangle 
droit (x, y), la formule ((>) donnera 

I e ; \ I _ ( (■ ) sill ( (I. r ). 

D’ailleurs, si Ton adopte les definitions et notations proposees dans le 
paragraphe 1, le mouveinent de rotation de ii en r sera direct ou retro- 
grade dans le plan des x, y, suivant qiie le mouveinent de rotation 
de // en e autour de la direction z sera direct ou retrograde dans 
Tespace. On aura done 

{u. — c, z): 

et, par suite, la valeur trouvee de la resultante [i/, cjx, y] pourraetre 
presentee sous la forme 

(8) [ii, f; V, } 1 — (//, f, z) i^), 


(1) G^Juvres de Cnuc/iy\ sorit* 11, I. Xlll.-p. lit). 
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VI 


Enfin si, pour plus de commodite, on suppose la direction y, c’est-a- 
dire la direction du demi-axe des y positives, fixee de telle sorle que 
le mouvement de rotation de x en y s’effectue dans le sens du mouve- 
ment de rotation de u en e, alors Texpression (//, v) ou (u, j) etant 
reduite a Tunite, on aura simplenient 

(9 ) I r : \, N ] ■ sill (//, r ). 

Quant a la valeur de la resullante j r, .v: x, y |, elle pourra etre dediiile 
de Tune qutdconque des forniules (8) et (9) du paragraphe III. En 
effet, soient 


les projections absolues des longueurs /*, .v sur le |)lan des deux 
angles (//, v ), (\, y). Soient encore 

m, // 

trois longueurs mesurees a parlir du point (). la premiere sur la 
droite d’intersoction des deux angles (/■, .v), iu, e); la seconde sur une 
perpend iculaire menee a cede droite, dans leplan des deux angles («, e), 
(\, v), el dirigee dans un sens tel, que le mouvement de eolation de / 
en m soit de I’espece du mouvement de rotation de .reny; la troisieme 
sur une perpendienlaire menee a la droite /, dans le plan de 

Tangle {/•, t), el dirigee dans un sens tel, que le mouvement de 
rotation de / en n s(»it de Tespeee du mouvement de rotation de een v. 
Enfin, soit T une longueur mesuree, a partir du point 0 , sur une per- 

pendiculaire au plan de Tangle (/•, s). On aura, en vertu de la for- 
mule (8) du paragraphe III, 

(lo) I •5; .V, J = (/’, s, .-) sin(p, j) cos(/-, p) cos(s, j) ; 

puis, en supposant que, dans le plan des j;, y, les mouvements de 
rotation de x en y et de u en e sont de meme espece. on aura encore, 
en vertu de la formule (^9) du paragraphe cite. 


O') 


j/'..*; \, \ I --r sill ( /•. .f ) eos(w, //). 


Uluivrrs de li, l, XI 
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(]ela pose, si I’oti substitue dans I’equation (^4), avec la valeur 
de [u, v; x, y J tiree de la formule (8), la valeur de [/•, s-, x, y] tiree de 
la formule (lo), ou, avec la valeur de [«, v, x, y| tiree de la 
formule (p), la valeur de (/•, x, y) tiree de la formule (ii), on 
obtiendra Tune des equations 

(I'j) I /•, ,v ; (/, f I . . ( /•, s, Z-) {ii, c, c ) sin («, i') sin (o. ?) fos(/-, o ) cos (.?. ;), 
(i3) f/’, II. f|: — sin (/',.«) sin (//, c) cos(//t, ii). 

II est bon d’observer que, si Ton d^signe, comme plus haul, par la 
notation (r, .vj I’aire du paralldlogramme que Ton peut construire sur 
les c«')t6s /•, .V reduits I’uu et I’autre ^ I'unile, la formule (^i3) doniiera 

(l i ) I /', .V , I' I . - I / , ,« I I //. (• I CDs ( ///, ll). 

Ajoutons que, dans la formule ( 12 ), le produit 

sin(rj, i) cosi/-. p) (•()s(.?. ;) 

reprdseiitera precisement la projection de la surface | s\ sur le plan 
de la surface [«, ej. C.ela pose, les propositions qui se deduiront de la 
formule ( 12 ), puis de la formule (i3) ou (i/j), et qui seront analogues 
aux theoremes II et III du paragraphe III, pourront ^videmment 
s’6noncer dans les (ermes suivants ; 

Theori';me 11. — iCtant donnh, dans I'espace, deux angles 

( r, .1). {11, e ). 

si r on determine les quatre cosinus des aiitres angles 

(.s. u). (,V, f), 

que formeront entre eux les cdtis des deux angles donnes, la resullante 

[r. ti, p], 

construite aeec ces quatre cosinus, sera positii/e ou negative suivant que 
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les mouvements de rotation de r en j, et de u en autour d''une droite 

perpendiculaire au plan de Van des angles {r, s), (u, < ) s'eff'ectueront dans 
le m^mc sens ou en sens contraire. De plus, si dans les plans des deux 
angles 

iu.e). 

on construit deux parallelogrammes qiii aienf pour cotes les lon- 
gueurs r et .V, ou u et e, reduites chacune a I’unite, la resultante 
[/•, s; u, e] aura pour valeur numerique le produit de I’aire du premier 
parallelogram me par la projection de I’aire du second sur le plan du 
premier. 

TiiKom'iME III. - Les rnenies choses etant posees que dans le thi'o- 
rhne II, la risultnnte (/•, s; it, c| aura encore pour valeur numerique le 
produit quon obtient en multipliant les aires 

I/-. A'l. |«. (•[ 

des deux parallelogrammes ci-dessus mentionnes, par le cosinus de 
r angle aigu que les plans de ces deux parallelogrammes forment entre 
eux. 

II no sera pas inutile d’indiquer une forme digne de remarque, sous 
laquelle on pout presenter la formule ( i j ). (^oncevons que des deux 
angles 



ayant pour sommet commun le point 0, on eleve, a partir de ce point, 
deux pcrpendiculaires aux plans de ces deux angles, et nommons 

7', It 

deux longueurs mesurees sur les directions de ces pcrpendiculaires, 
dans des sens determines. En considerantcomme direct le mouvement 
de rotation de x en y autour de la direction z, on aura la for- 
mule (8) du Ill] 

rob(///, «) ~ (c, s. T) cos( T. 



D’autre part, si les mouvements de rotation de x en y et de u en i’ 
autour de la direction z sont dirig^s dans le meme sens, comme le 
suppose la formule (i4), on aura encore 


et, par suite. 


( //, f, ) -- \ , /.) “ 1 , 


CHS (///,//) . (/•,.«, 7’) ( //, c, : ) cos( 7’, 3 ). 


Knfin, les directions ^ et \V etant toutes deux, par hypotliese, perpen- 

diculaires au plan de Tangle (//, e) ou (x, y), coincideront on seront 
opposees Tune a Tautre; et par suite, le produit 

( K, c, r ) cos(7’, Z) 


ne pourra etre allere par la substitution de IT a z, puisque cette 
substitution, si elle inodilie les deux factenrs 

( d. r. :■ ). c(>s( 7', ; ), 


aura pour elTet uni<[ue de changer le signe de chacun d’eux. On aura 
done 

(//, r. rjcos(7'. 7 ) ““ { n . c. II M’i)s(y', || 


et la valeur trouvee de cos (///,« Tpourra s’ecrire coniine il suit : 

(I.'l) ('(IS (///.//) .-^ t /•. .S-. 7')(>/, f, II )c((s(7'. 11 ) 

Or, eu egard a cette derniere formule, Tequation (i 4 ) donnera 

(lO) I r. s\ II. cj -- ( .V. 7' I f. II ) | /•, .f] [ e, c] cos{'J'. Il ). 

Ajoutons que chacune des formules (12), (i 3 ), (i 4 ), (16) comprend 
evidemment, comme cas particulier, la formule (7). 

Si, a partir du sommet de Tangle (r, s) on mesurait, dans une direc- 
tion quelconque, une longueur t, alors, en faisant coincider u avec r, 
et e avec /, on tirerait de la formule (i.‘ 5 ) 
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et coniine on aurait 

(/■, /■) - < 1 , (•(>s(/'. /•) =: I , 

par consequent, 

( /•, /|--<-Os(.9, /) l'Os(/'. ,v)('Os(/-, /), 

la fornuile ) donnerait 

( I S ) cos (.?, / ) - C(»s ( /', .? ) cos ( /■. / ) --- si II ( / . ,v ) si II ( /•, / ) cos ( //I , // ) . 

Mais alors aussi, m, n etant deux longueurs inesurces perpendiculai- 
reinenl a /•, dans les plans des deux angles (r, /), (r, .d, la premiere du 

cote de /, la seconde du cote de v. Tangle plan (/•, s) seraif la rnesure de 
Tangle diedre adjacent a Tarele /•, dans Tangle solide qui aurait pour 
aretes /■, .v, t. Done, en noininani o, h, r les Irois angles plans 

(«./). ( /. /■). ( r. s). 

et a, Y les angles diedres opposes a ces angles plans dans Tangle 
solide dont il s’agit, on verrait Tequation se reduire a la I'ormulc 

V{}S(t (‘os/; “ sill h sint' c<>s:x. 


que Ton peul considercr comme Tequation i’ondainentale de la trigo- 
noinetrie spherique. Ainsi, cette equation fondamentale se trouve 
comprise, comme cas particulier, dans la formule (i3). 

Considerons a present, dans Tespaco, deux systemes d’axes dont 
chaciin se compose do trois axes indefiniment prolonges, a partird’un 
certain point 0, dans des directions delerminees. Les longueurs 

/', .V, / (Ml II, r, ir, 

mesurees, a partir du point O, dans ces memos directions, pourront 
etre regardees comme les trois aretes d’un angle solide, et les cosinus 
des neuf angles plans 

(/■,//). (/ . I ). ( /•. O ). 

(.«. Il), (.?, (’). (.«, O'), 

(/, 'll), (/, i’). (/. O’) 
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que formeronl les directions r, s, t avec les directions u, c, »>, seront 
les facteurs qui entreront dans la composition des divers termes de la 
rfisultante 

( 1(0 I ((’ I 



( cos(/-, i’)ros(.«, (r)(*os(/, ft)-- c(>s(/\ (’)ros(.9, //)ros(/, tr) 


I (*()s(/', //)<‘<)s(/. ♦' ) r(»s(/‘, tr)r()s(.9, (’)r<)s(/, //). 

Or cette resultante pourra etre presentee sous une forme tres simple, 
si Pune des directions u, c, tr est perpendiculaire a deux des direc- 
tions /% .V, t, en sorte qu’on ait par excunple, 

(/•, (r) L- (.?, (T’) 

'> 

En elFet, siipposons ces conditions remplies; alors on aura 

(■()s(a'. tl') : — (I, CO^ (.?, (!•)— o, 

et, par suite, I’equation (19 ) donnera 

('< 0 ) I /'. . 1 , / -.It. !■,_ ir 1 : I /’. .« , II. I' I cos ( /. ir) ; 

puis, en designant par 

7’. II 

deux longueurs mesurees, a partir du point 0, sur des perpendicu- 
laires aux plans des deux angles 

{|■..t). { 11 . v). 

on tirera de la forniule ( 20), jointc a I’equation ( id ), 

(t I ) [/', .5, / ; //, I', o I “ (/■, .V, 7’) {it, f, «') sin (/•, s) sin (//, 1 ) cos(/, n ) cos( 7’, II ). 

D’ailleurs, la direction o’ etant, par hypothese, perpendiculaire, ainsi 
que T, aux directions ret .v, se contbndra ou avec la direction T, 011 
avec la direction opposee a T. 
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Done, si ilans le produif 

cos(/, ii’)cos(7’. )) ) 

on echange entre dies les deux leUres tr et T, cet dihange laissera 
intactc la valeur de ce prodiiil, dont Ics deux f'acteurs ne pourront 
subir d’autre modification qu’un changement de signe opere siniulla- 
nement dans I’un el dans I’aulre. On a done 

|■os(/, ir)cci.s(7’. If )r-cos(/. 7')cos(n', I) ). 

et, par suite, la formule ( 21 ) pourra sVerire comme il suit ; 

(•»/? ) I /*, / : t/, tr I 

.S', T ) ( tf, f, II ) sin (/•, .?) sin (//, t ) rosf/, 7 ) cosftr, fl ). 

Supposons tnaintenant, pour plus de coinmodite, la longueur T siluee, 

par rapport an plan de Tangle du meme cot6 que la longueur ty 

ft la longueur IE situee, par rapport au plan de Tangle (//, f), du meme 
cote que la longueur u . Alors non seulement on aura 

(/•, s. 7’)~(/'. /). {u, r. I) )— (f, r, o ); 

mais do plus, ou desigtiant, comme on Ta deja fail, par [/•, v, /| la 
valeur du parallclipipede qui aurait pour aretes les longueurs r, v, t 
reduites chacune a Tunite, on aura, en vertu de la formule (21) du 
paragraphe 111, 

(/•. ,v. / I — sin(/', s) C(.s(/. 7'), I r, ic I :~sin(o, r) (■()',(((•. I) ). 

Done la formule ( 22 ) donnera 

(■,3) Ic. .5, l\ II. c, (C|=: (/•• /)(ll "•) I/’. •«. / | I II. 0'|. 

On doit observer qu'en vertu de la formule ( 5 ) du paragraphe I, 
jointe a la formule (6) du paragraphe 11 , T6quation ( 23 ) ne sera point 
alteree, si Ton y ^change separement ou simultanement, d’une part, 
ravec .v ou t, d’autre part, <v avec h ou r. Done T^quation (28) se v6ri- 
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fiera, non seulement quand <r sera perpendiculaire a /• et s, niais 
encore quand Tune quelconque des trois directions 

//, 

sera perpendiculaire a deux quelcon(jues des trois direclion^ 

/. X. /. 

Ilya plus : on pent artirmer (|u’elle suhsistera fifeneralemcnl, ((uelles 
quc soient les directions 

/, .V, /, //, I', «r. 

C'est du nioins, ce que I on demonlrera sans peine, en operant comme 
il suit. 

Rapportons la position d'un point (juelconque, dans I’espace, a trois 
axes rcctangulaires des .r’, v, z- qui passent par rorigine commune 0 
des six longueurs 

/, s, /, //. i‘, tv; 

et iioinriions 

\ , \ , / 

trois autres longueurs rncsurees, a partir du point (), sur ces trois 
axes indefiniment prolonges du cote des coordonnees j>ositives. Chacun 
des neuf cosinus renferrnes dans le tableau 



cosy/’, //), 

<-()s ( /•, (’ j, COS ( »r j. 


ros(5, ft\ 

(•os(v, (’), C(>s(.?, tc), 


(•(>s(/, //), 

c), cos(/, tr), 

sera 

determine par une equation de la forme 

(2/4) 

/ ^ X \ / x'X ^ 

cost r. II J — co<^\ r, x j 

) cos(f/, \) H- cos(/’, y) y 



cos ( / , /.) cos ( s, / 


et, consequeininent, pour obtenir chacun de ces quatre cosinus, il 
sufiira d’ajouter entre eux les trois termes renferrnes dans une m6me 
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ligne horizontale da tableau 

c'Os(/-, \), (•os(/’, y), cos(/-, /), 

cos (.9, \), cos(.v, \), cos(.v, /), 
cos(/, \), cos(/, \), cos(/, /), 

apres les avoir respectivement iiiultiplies par les terines correspondants 
de Tuae des lignes liorizontales du tableau 

C(»s(//, \), COs(//, N ), COs(//, /). 

COs(c, \ ), COs(<’, V ), C(»s( t’, /), 

cos(ir, \ ), cos(ii’, \ ), I'osfo’. /). 

Cela pose, en ayant egard au theoreuie general sur les produils des 
resultantes le deuxieme volume, page iG7(')|el en appliquanl ce 
tbeoreine aux neuf equations sernblables entre elles qui s(*ront de la 
forme de I\'ujuation ( 2/1 ), on trouvera 

(•Jif ) ) I /•, / : ft, c, n’ I r— I /•, s, / : \. v, / 1 | //, i’. ^ ^ I- 

Or, a Taide de I e(|uation (20), que Ton pourra aiissi presiuiler sous 
la forme 


I .S’, / ; \, \ , y. 


I /', s, / , //, O’ I 
I If, c. »c; \, \ . / I 


on etendra facilernent la Cormule (^3 ) a tons les cas possibles, hn ellel. 
on pourra d’abord, en parlicularisant les directions //, c, tr, tirer dt^ 
Tequation (2(i) la valeur de [r, v, t; x, y, z]. Si, pour fixer les idees, 
on sup|)Ose la direction sv perpendiculaire aiix deux directions /*, a, 
et la direction e perpendiculaire aux deux directions x, y, on tirera d(‘ 
la formule deja demontree dans le cas ou <r est perpendiculaii(' 

k 7* et a s, 

I /■, / : //, i’, iT’ I — ( s, n t //, O’) [/•, A, / 1 1 ff, c. O’ I , 


et, eu egard aux conditions 

(X, y, y):zz: I, [x, y] ™ I, 

on trouvera de meme, puisque e est suppose perpendiculaire ii x et 

(' ) C/uivrrs dv Cauchy, scrii' I!, t XII, |). 191. 

uvres de C. — S. II. t. XIN ' 
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ii y, 

|«. r, (v; X, / ) = («, f. (i'|: 

4 

puis, en substituant les valeurs ici lrouv6es de 

I / ; I/, t’, IV |, I //, V, IV ; X. \ , / | 

(Ians le st'cond membre de la formule ( 2 G), on oblieiidra l'6quation 

(■^7) I/'. X. /: X, zl.-O-. .V, />|v, X. /]. 

que Ton pourrail, au resle, comme on I'a vu dans le paragraphe III, 
vtablir direclement. Enfin, si I on subslitue dans le second membre de 
I’equation ( 25), la valeur pr^cedente de | r, ,v, /; x, y, z |, et la valeur 
seniblable de [«, v, ir; x, y. z|, qui sera encore donnee par la formule 

I //, 41 : , z I :^ ( f/, r, ir ) | //. |, 

quelle que soil, la direction attribuee a v, on sera immediatemeni 
ramene k lequation ( 23 ), qui sera ainsi dlimonlrl'e, quellesque soieni 
les directions 

/, S, /: if, 4 ', 44 ’. 

II estbon d observer que le produit 

( r\ S, f ) ( ft, I’. 44 ' ), 

renferm^ dans le second membre de la formule (23) se reduit a +i 
ou a — 1 , selon que les mouvements de rotation de /■ en .v autour de i, 
et de u en e autour de tr, s’elfectuenl dans le meme sens ou en sens 
( ontraire. Quant aux facteurs 

I /•. S, /] [ if, 4 ’, 44 * |, 

ils representent precisement les valeurs des deux parallelipipedes que 
I on peut construire, d'une part, sur les trois arf^les 

/•, /; 

(Kaulre part, sur les trois aretes 

ff, IT’, 

en supposant chacune de ces six aretes reduites a I’unite. 
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Cela pose, la fonniile (23) entrainera evidemment la proposition 
suivante : 

TiiEORfeME IV. — l^tant donnes dans Vespace deux angles solides qui 
offrent le mime sommet 0, et qui ont pour arites^ le premier les longueurs 

le second les longueurs 

//, t’, \\ , 

si Von dhermine les cosinus des neuf angles 

f, 

( .V, // ), ( .«. f ) , ( l|- ) . 

(/. II ), (/. !■), [f. I'l'). 


(jiie formeront les arites 
avec les aretes 
Id resultante 


r. .1 /, 


II, I . II . 


I r. .s’, / : II. r. >i' | . 


constrnite oi’ec ces neuf cosinus, sera positive ou negative, siiicnnt que 
les moucementsde rotation de r en s autour de t, et de u en c autour de h , 
s"' effectueront dans le m^me .sens on en sens contraire: et cette risultante 
aura pour valeur numerique le produit des valeurs des deux paralUlipi- 
pi'des que Von peul former, d'une part, sur les aretes r, s,t; d’ autre part, 
sur les aretes u, v, iv, en supposant chacune de ces six aretes reduites it 
Vunite. 


Si les aretes 

//, O’ 

(III second angle solide se reduisenl ii des longueurs 

n. .V. 7’ 

rnesurees sur des perpendiculaires aux trois faces du premier, c’est-a- 
dire, en d’autres termes, sur des perpendiculaires aux plans des trois 
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angles 

(...)■ ( 0 -). 

les cosinvis des neut* angles formes par les aretes du premier angle 
solide avec les aretes du second seroni les divers (ermes du tableau 


(rr>7). 



(J, 


o. 

cos(.v, S’), 




( ^ 

o. 


cosl^/, J\ 


el, par suite, la r^sultante 

I r. X. / : n, .S', r\ 

sera reduite a son premier terme 

('.Os(/’, /f)cO'i(.«, 7') 

Done alors la formule ( 23 > donnera 

( >8 ) (;os(r, /f)cos(.t, s')('os(/, “ (r. s, t){lt, .s', 7’)|/’. x, /| f/f. .s, 7’|. 

Si, pour plus de commodite, on suppose les trois longueurs 

n, s, r 


dirigees de maniere a former, avec les longueurs correspondantes 

X, t. 


trois angles aigus 

(-■ >,), (..'.'V). [Or). 


ou, en d’autres termes, si les longueurs 

h, .s. T 


se mesurent a partir de I’origine commune des longueurs 

la premiere du m6me cote que rpar rapportau plan de Tangle ( v, r), la 
seconde du meme c6t6 que s par rapport au plan de Tangle it, ;■), la 
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troisieme du rneme c6te que / par rapport an plan de Tangle 
alors, 

(/■, t) (/t, .S, 7’) 

etant deux quantiles de meme signe, on aura 

( /•, .V, / ) ( /y, .S’, 7^) ™ I , 

et Tcquation (*28), reduite a la forme 

('? 9 ) ('()s(/'. yy)r.fis(.?, .S') cos(/, 7’)=- I/-, /| |/f, .S", 7' I 

coincidera precisement avec la formule (17') de la page .323 dn (roi- 
sieme volume ( ' ). 

En terminant ce paragraphe, nous remarquerons qiTen vcrlu des 
theoremes I, II, HI, la valeur de la risullanle 

I : f/, r I 

depend uniquenient des deux angles (/•, .v), (f/,e), de Tinelinaison 
mtiluelle de leurs plans, et du sens suivant lequel s’elfectue, dans 
chacun de ces plans, le moiivement de rotation de r en .v, ou de // en t . 
I’areillement, il suit du thf^oreme IV, qiie la valeur de la resultanfe 

I r, s, / ; //, ir | 

depend uniquement des formes des deux angles solides qui ont pour 
aretes, d’une part, les trois longueurs r, s, d’autre part, les trois 
longueurs u, r, ii’, et du sens suivant lequel s’effectue chacun des 
mouvements de rotation de r en .v autour de t, et de u en <• autour de w. 
En cons^uence, on pent enoncer la proposition suivante : 

TiiEORfcME V. — Les longueurs 

/\ V, /; //, i’, tr 

('Uant mesuries a partir dUine m*me origine 0, dans des directions quel- 
conques^ on nalterera point la imleur de la rcsnltante 

I /•, S \ It, I’ I 


( ' ) CEuvres de Cauchy^ srrio II, t. XIII, j). 
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en fnisant tourner autour du point O chncun des angles 

I,;.,.]. 

suppose d\iilleiivs inv ariable dans le plan qui le renferrne^ ni la imlear 
de la vesultanle 

[ / , .V, / , //, r, i\ |, 

cn Jaisant tourner autour du point O, sans lesde former^ les deux angles 
solides qui ont pour arites^ dUtnc part^ les longueurs r, . 9 , et^ d'' autre 
part, les longueurs r, sw 


A . -- Sur les resultantes formers aoec les < oordonnees rectangulaircs 
Off obliques dr deuj: ou trots points. 

Supposons la position d’un point quelconque P rapporlee dans 
I’espace a trois axes coordonnes des .r, j, z-; e( nomnions 

\ , \ . /. 

frois longueurs mesnrees, a parlir de I’origine 0 des coordonnees, sur 
ces demi-axes, indefiniment prolonges dans le sens des coordonnees 
positives. Soil, d’ailleurs, r la distance de I’origine au point P, dont 
les coordonnees sont z. Si ces coordonnees se rapporlent a des 
axes rectangulaircs, elles seronf precisement les projections alge- 
hriques et orthogonales du rayon r sur les directions x, y, z. Elies 
seront done liees a r | iwtrle troisieine volume, page i44 (')] P®*" 
formules 

.t — /■c'os(/', \), I =zrcos(r, y), ; 7 ros(r, /,). 

Soient maintenant 

/ , .V. / 

trois rayons vecteurs inenes de I’origine () a trois points divers P, P', 
P' ; et, pour mieux reconnaitre les coordonnees de chacun de ces 
points, designons-les a I’aide de la lettre r, ou s, ou /, placee comine 


( ’ ) CEuvres de Cauchy, sorie II, 1 . Xlll, p. 
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indice au bas de la lettre x, y, ou en sorte que j”,, y,, z, designent 
specialement les trois coordonnees de rextr^mite du rayon r. Les 
extr^miles des trois rayons 

auront pour coordonnees les neufquantites 

, . 1 ,, . 

. .. 


respectivement equivalentes aiix neut’ produits 


1 /•(•os(r, \), 

/• (‘<^s ( r, y), 

r cos ( r\ 7. ) 

is cos (^, \), 

s (‘OS (5, y). 

S C 08 (a\ /) 

' / ('OS (t, \), 


i cos(/, /.) 

D’ailleurs, ces produits se reduiront aux 

cosinus 

1 c.osi f\ \), 

< (»s(/\ \ ), 

<‘OS ( /,), 

^ \ (•o.s(.?, \), 

COS (.9, a ). 

CO<i(5, z), 

\ cos(^ x). 

cos(^, v). 



si les longueurs 

r. / 

se reduisentloutes a ['unite. Doncalors la resultante a deiix dimensions 

(/,) >, 

formee avec celles des coordonnees de P et de P', qui se mcsurenf sur 
les axes des x et _v, et la resultante a trois dimensions 

formee avec les neuf coordonnees des trois points P, P', P", se redui- 
ront aux deux resultantes que, dans les paragraphes precedents, nous 
avons representees par les notations 
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Mais, si du cas parliculier oii Ton suppose les trois lonj'ucurs r, s, t 
mliiites a i’liiiite, on veut revenir au cas gcniiral oil ces longueurs 
ofFi'cnt (les valeurs quclconques, il suffira de substiliier le tableau (3) 
au tableau ( 2 ); il suflira done de faire varier chaque ternie de la resiil- 
lantc (4) ou (5), el, par consequent, celle resultante elle-ineme, dans 
un ra|(port (Equivalent au produitn ou j'sf. On aura done, dans le eas 
g(3ni!ral, 

(6) , 1 , — , I , /'.v I / , : X, > I . 

et 

(7) . 1 , ) > j, — I , I , r, — j -i \ , / |. 

II lie rcste plus (ju’a substilu(;r, dans ces dernieres for mules, les valeurs 
de ( /', : X, y] et de [ /■, x, l; x, y, z j obtenues dans le paragraphe III. 

Supposons d’abord les deux points P, P' sitiK's dans le plan des jr, 
V. Alors, de r('*(|ualion ((>'), jointe a la forniule ( T) du }taragraphe III, 
on tirera 

I . — . I , _ .<1 / x'l / . 9 

D’ailleurs, cotnme on I’a vu (i? 1), le produil 

/'.S I /•. .V j 

represenlo preciseiiieni Tairr dn parallelof^rarinne qiii a pour rdlos les 
rayons vedeiirs /% a. Done la formiilc (8) eiilrainera le theoreme 
suivani : 

i HEORfeMK 1. — Lrs positions des di\xrs points d*un plan ctantrapportccs 
d deux axes rcctangulaires des x rt y^ si Von dcsigne par r, .v Ics rayons 
vectcurs mencs de Voriginc 0 des coordonnees d deux points quclconques 
d\in plan^ et par 

, , , ) , , 

I 

les quatre coordonnees de ces deux points^ la risultante 
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formee ai cc ces quatre coordonnecs, sera positiv e ou m^gatur, suivantque 
Ic rnoiwcrncnt de rotation de r en s sera direct ou rHi'ograde , et cette 
rhultantc aura pour valeur numerique Vaire dii parallHo gramme cons- 
trait sur les rayons vec tears r, .v. 

Supposons maintenant les points P, P' situes hors cJu plan des ,r, v. 
Alors, en d^signant par p, ^ projeetions absolues des longueurs r, 
s sur le plan des y, on aura 

p -™/-cos(/\ p), ,?(‘os(.?, ^), 

et Ton lirera de Tequation (6 ), joinlea laformule(())du paragraphe 111, 

( p- «) <*<»»(/•, p) cos (.V. sin (p, : 

par consequent, 

(<0 »s— (p, ^)p^sin(p,^$). 

De plus, comme en designan! toujours par z une longueur mesuree a 
partir de I’origine sur le demi-axe des j positives, suppose perpendi- 
culaire au plan des .r, y, on aura [^iwir la forrnule (7) du para- 
graphe 111 I 

( p, w ) _ ( / , .S', /.), 

I’equation (9) pourra s'ecrire comme il suit : 

(if>) •O J - /. I , r, .«./.) hill ( «). 

D’ailleurs, eii nommant 

/, ni, n 

trois longueurs mesurees a partir de I’origine 0, la premiere sur la 
droite d’intersection du plan OPP' ct du plan des x, y, les deux 
dernieres sur des perpendiculaires elevees a cette meme droite dans 
CCS memes plans, et, en supposant ces perpendiculaires dirigees 
chacune dans un sens tel que le mouvement de rotation de / en m soit 
de I’espece du mouvement de rotation de x en y, et le mouvement de 
rotation de / en n de I’esp^ce du mouvement de rotation de r en s, on 

OEuvres de C, — S. II, i. XIV. 
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tirera de I’^uation (6), jointe a la formule (lo) du paraj^raphe 111, 

( n ) j:,. r, — 1 r= / 1 ('" • " ) • 

Enlin, si Ton nomine 

'/• 

line longueur mesuree a partir de I’origine 0 sur une perpendiculaire 

an plan de Tangle (r, s), on aura, en vertu de Tequalion ( r i) du para- 
graphe III, 

//)=r:(/', s, 7') cos ( 7’. /.); 

et, par suite, ia formule (i i) pourra s’ecrire romme il suit : 

(i'») J, I, — ^ {r, . 1 . 7') r.s[r. .<i\cos{'/'. /.). 

Or les tormules(io) et (i 2 )entraineron( evidcmment les propositions 
suivantes : 

I'liKOKHME II. — Im position d'un point dans I espace Hant rapportcr a 
trois axes rectangulaires des x,y, s, si I'on designe par 

/ , S 

Irs rayons vccteurs rnenis de V origine 0 des coordonnees d deux points 
quelconqucs P, P', et par 

I » V 

celles des coordonnees de ces deux points qui sont mesurees sur les axes 
des X et y, la resultante 

formeeaeec ces quatre coordonnees, sera positive ou negative suivant que 
le mouvement de. rotation de r en s autour du demi-axe des z positives 
sera direct ou retrograde ; et cette resultante aura pour valeur numerique 
Vaire du paralUlogramme construit dans le plan des x, y sur les projec- 
tions des rayons vecteurs r et s. 

TiiEORfeME III. — Les mimes chases etant posies que dans le theorime II, 
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In rfsultante 

%/ f' \ \ ) /• 

aura encore pour valcur numeriqiie le produit que /'on obtient en multi- 
pliant Vaire du parallelogrammc construit siir les rayons vecteurs r, .v, 
par le cosinus de Vangle aigu qui mesure Vinclinaison du plan de 

r angle (r, j) sur le plan des y. 

Nota, Les valeurs numeriques que les theoremes U ct 111 assignent 
a la valeur nuinerique de la resultante x^ys — x,yr devant ^itre egales 
entre elles, il suit de ces theoremes que Tinclinaison mutuelle du plan 

de Tangle et du plan des x, r, offre un cosinus equivalent au 

rapport qui existe enire les aires des deux parall^logrammes, ou meme 
des deux triangles, dont les cotes sont, d’une part, les deux rayons 
vecteurs /•, .v, et, d’autre part, les projections p, ; de ces rayons sur le 
plan deso:, y. On se trouve ainsi rarnene de nouveau a la proposition 
enoncee vers la fin du paragraphe 1. 

Passons maintenaut a Tequation (7). On tirera de cette equation, 
joinle a la formule (20) du paragraphe 111, 

(IiA) .// 1 'f s ^ s ^ t ^'1 i’ ^ s ./ / ) V •«*/' (/ I I ^ I ^ 1 • 

D’ailleurs, comnie on Ta vu dans le paragraphe I, le produit 

fst[/ , . 9 , / ] 

represente preciseinent le volume du parall^lipipfede qui a pour 
cdtes /% s, t. Done la formule (i3) entraine la proposition suivante : 

Thkor^:me IV. — La position d'un point dans Vespace itant rapportee 
i trois axes rectangulaires des x^ y^ 5, si Von designe par 

t\ / 

les rayons vecteurs menes de Vorigine des coordonnees a trois points quel 
conques P, P', P", et par 
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(lO 

les ncuf coordonnies de ccs trois points^ la residtante 

u, \ ,Zf — ./ ^ ^/H-' J'/ ] sZ, , 

formce avec ces coordonnees , sera positive ou negative suivant qur Ir 
mouvement dc rotation de r en s autour de t sera direct ou retrograde, el 
cette residtante aura pourvaleurnum^rique Vaire du parallelipipedc cons- 
trait sur les rayons vecteurs r, s, t. 

Les divers resultafs que nous venons d’obtenir etaienf deja connus. 
Mais I’adoption de signes propres a indiquer le sens des mouvements 
de rofation, ef I’introduction dc ces signes dans le caloul, ontdonne 
aux formules une clarte, une precision iionvelles, et fait disparaitro 
les doubles signes dont la determination dependait de ci'rtaines condi- 
tions que Ton 6tait oblige de mentionner dans le discours etd’inoncer 
a part. 

Concevons, a present, que les axes coordonnees des k, cessant 
d’etre reclangulaires, se coupent sous des angles quelconques et, 
nornmons 

\. Y, Z 


trois longueurs inesurees a partir de I’origine 0 des coordonnees, sur 
trois droites rcspectiveinent perpendiculairesaux trois plans desj, 
des z, X et des x, y. Alors les coordonnees .r. y, ; d’un point qiiel- 
conque P se trouveront liees au rayon vecteur r, mene de I’origine a 
ce point [?>otrle troisienio volume, page J ( ')!. par les formules 


(>'0 




<'0'«f/, \) 

C<.)!,(\, \) 




Si d’ailleurs on represente, conime nous I’avons fait ci-dessus, par 

r, s, I 


trois rayons vecteurs menes de I’origitie 0 a trois points divers P, P', 
P"; et si, pour mieux reconnaitre les coordonnees de ces points, on les 


(•) CEnvres de Ctiuc/iy. Sf'M’ip III, t. XIII, p. i 




SUR LES RESULTANT ES. 


(51 


designs encore a Taide de la lettre r, uu s, ou t, placee comine indice 
au bas de la lettre x, ouy, ou les extreinit^s des trois rayons 

r\ s, f 


auront toujours pour coordonnees les neuf quantiles 


,V,., 

.Ts, 


Mais ces neuf quantiles, au lieu d’felre respectivenjenl equivalentes 
aux termes du tableau (2), so trouveroni representees par les neuf 
produils 

(•os(/‘, 


(!■>) 



(‘OS (/’, S ) 

t - , 

cus(\, \) 

('os(v, N ) 

cos (. 9 , \) 

cos (. 9 , \ ) 

'\-os(x.x)’ 

V) 

COs(/, \) 

v) 

c..s(\; \) 

cos(y, 


COs(/., z) 

(‘OS (. 9 , z) 
('os(z, z) 
^cos(/. z) 

(•os(/,, z) 


Cela pose, cherchons d’abord la valeur de la resultante 

.r, \ , — ./\ \ , , 

eoinposee avec les quatre quantiles 

(iG) 

OU, ce qui revient au menie, avec les quatre termes du tableau 




(« 7 ) 


cos(/-."x) .■os(/r\) . 

.•os(\.\) cosGCV)’ 

j (X)s(.?, \) v) 

\ cos(x'^\0 




Chacun des deux produils 



(5i ME MOIRE 

que renferme cette r^sultante, proviendra de lamuhiplicafion dedeux 
termes pris it la fois dans les deux colonnes horizontales et dans les 
deux colonnes verticales du tableau (i6) ou (17). Mais, d’une part, 
deux lerrnes situes dans une rapine colonneliorizon tale du tableau (17) 
oHrent un facteur commun, savoir le facteur r pour la premiere 
colonne liorizontale, le facteur jpour la seconde ; et, d’autre part, deux 
termes situes dans une meme colonne verticale du tableau (17) ofirent 

un diviseur commun, savoir, le diviseur cos{x, x) pour la premiere 

colonne verticale, et le diviseur cos(y, V) pour la seconde. Done les 
valeurs qu’on ohtiendra pour les deux produits 

./V ) ,, 


t“n substitiiant le tableau (17) au tableau (16), auront pour facteur 
commun le produit rs, pour diviseur commun le produil cos(x, 
(ms(y, Y); et, pour obtenir la valour de la resullanie 

il suflira de multiplier la resullanie formee avec les quaire termes du 
tableau 

\ < os(/-, \ ), t ). 

/ ■ 

\). cos ( V. > ). 


(‘*esf-a-(]ire Texpression 
par le rapport 

on aura done 

[lij) .f, 1 .y, 1 , ' 


I/, .v: \, ^ 


< (\, \) cos (v, \ ) 


ros{x, \ ) cos(y, Y ) 


[/•, \, ^ i. 


Pareillemeiit, pour obtenir la valeur de la resultante 
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il sut'fira de multiplier la r^sultante formee avec les divers termes du 


tableau 

[ cos(/%\), 

cos(r, V), 

cos(r, Z) 

(•^o) 

1 cos(s, x). 

cos (.9, V), 

cos (.9, ic) 


( ('os(/.’ \). 

cos(/. v). 

cos(/, /) 


c’est-a-dire I’expression 
par le rapport 


[/•. /: V, Z| 


r.it 


cosix, \)cos(v, 1 )cos(/., z) 


on aura done encore 

(■H) 


rat 


('Or(x, \)cos(y. y)co<;(z, z) 


r, .R. t.\,\. 'Ll 


(> n’esl pas tout. Comme X sera perpendiculaire ii y el z, Y it z el x, 
Z it X et y, les cosinus des neuf angles 


(xfv), 

fx. 

v). 

(x, z), 


, (x. 

Y). 

( y. >. ). 

(z;\). 

, (z, 

y). 

(z, >J 

except! 

on de 




cos' 


5(x'^x), cos(y. v).. cos(/rz). 

Done, par suite, chacune des r^sultantes 

[x, .v;\, Y], [x, y, z: X, Y, Z| 

se reduira siinplement ^ son premier terme, en sorte qu’on aura 

[\, y; Y] =cos(x, x) cos(y, V), 


l x, y, z; \, V, Z]=:cos 


(x, \') cos(\ . V) C<)s(z, z), 
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()/•. 

et les formules (19), (21) pourront s*6crire cornme il suit : 

[ /*, s ; Y] 

(•a'a) jo, )\ j , y, I ^ Y I 

(■23) JT', )\ Zr~- S -4- > ) t^r — V, Zf -f , 2 ;/ )'/ ./ / w z,. — - 7^"~\ Y Z"l ^ 


II lie reste plus qu'a substituer, dans ces dernieres formules, les valeurs 
des resultantes comprises dans les seconds membres. 

Or, supposons, en premier lieu, les deux points P, P' situes dans le 
plan des a*, y, Alors reqiialion (7) dn para^^raplie IV, jointe a la 
formule(x, y) = i, donnera 

|r, \, Y !==(/% .^)(\, >)| /•, 9 ] I \, ^ |. 

[x, ^ : \, >1^- (\, > )|x, > II \. > |. 

On aura done 


Done alors l’e(|ualion (22) donnera 




./ , ) , v._ ( /•, S ) 


|X, N 1 


el Ton pourra eiioncer le (lieoreme suivaiil ; 

TfJEOiu^MK V. — Les positions des dis'ers points d'^un plan etant rap' 
parties d deux axes rectangulaires ou obliques des x ety^ si L on designe 
par \ et y deux longueurs mesurecs^ d partir de Lorigine 0 des coor- 
donnees^ sur ces axes prolonges du cdte des coordonnies positives ^ par 


les rayons vecteurs rnenes de la mime origine d deux points P, V’ du plan 
donne^ et par 

les quatre coordonnees de ces deux points^ la resultante 

XrV . — 1 , , 
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{V,\ 

/ornfce avec ces (jiiatrc coordonnees^ sera positi\'e ou negatis^ e sui\ ant quc 
le moin’ernent dc rotation de r et s sera direct ou retrograde ; ct ccttc result 
tante aura pour valeur numerique Ic rappon qui existe entre Vaire du 
parallelo gramme construit sur les cdtes .v, et Vaire du losange quc Von 
peat construire sur les cotes x, y, redtiits Vun el V autre a V unite. 

Supposoiis, iiiaintenant, l(^s poinis P, P' situes hors ties plans 
(les .r, y. Alors, en nommant T nne longueur mesuree a partir tie 

Porigine (), sur une perpendicnlaire an plan tie Tangle (/% s), ct rem- 
placant w, ' , IT par X, V, Z dans Teqnalion (i(>) du paragraphe IV, on 
tirera de cette equation 



. { /•, . 9 , 

T)[\. 

N , 

/. ) [ i\ 1 

|\.'l 

cos ( 

puis, on reinplacant r 

. v, r 

par X, 

y, V 

, on (n 

Diivera 


|x. v; \, ^ h 


, / ) ( \ 

, ^ , 

/. ) 1 \ \ 

ll\. 

1 co^ 

On aura done, i)ar sui 

te, 






1 /•• ; 

\. Y1 

( /•, 

f, 7 

) 1 /■. .? 1 

COS ( 7’, 



\. Y| 


f. 

1 

(' 0 *^ (z. 


el TfH|uaMon (:^ 2 ) don 

11 era 




cos( T 


(■>.5) - 


_ (/•, .s% 



-) 


- (\, y, 

, Z) 


cos ( Z, 

V) 


Si, pour plus de couimoditt*, on suppose la longueur Z n^esuree du 
rneme c6te quc la longueur z, c’est-a-dire du cote des positives, le 

cosinus de Tangle (Z, z) offrira une valeur positive, t‘gale an sinus de 
Tinclinaison de Taxe des sur le plan des x,y; el, comme on aura 

(X, >, V, /.)=: 


on trouvera simplenient 

(26) ./‘rjs’- 




.9) 


cos ( 7\ / ) 


Enfin, si la longueur T est mesuree elle-meme du c6te des z positives, 

Ci^uvres (le ('. — s. II. t. \IV. o 





6() 

I’anglo {t, t) sera Tangle aign qui inesurera Tinirlinaison clii plan do 
Tangle (/•, ,f) sur le plan des j:*, j; et, comrne alors on aura 

( /•, 7’) (/’, .V, /,). 


la forinulo ( 2 (')) pourra oire reduite a Teqiialion 


(•^ 7 ) 




( /•, /) 


“kT 


cos(y\ /) 

/) 


do Ia(|uelle on doduira ifniiHHlialomont la projjosilion snivante : 

Theohkmk VI. — L(i position (/\m point dans Pespacc (dant rapportec d 
trois axes rectarif^ulaires on obliques dcs u;, y, 5, si Von d(^sip;ne 
puf' X, y, /Arois longueurs mesurees d partir de Voriginc 0 des coor- 
donnees, sur ces axeSy indefiniment prolonges du cdte des coordonnees 
positi^'esy puis par 

f's S 


Irs rayons rerleurs menes de la mrme origine d deux points quelconques, 
l\ 1^ , et par 

V, ) V. 

celles des coordonnees de ces deux points qui sont mesinrrs sur les axes 
des X et y, la resuhanle 

former nvec ces quatre coordonnees, sera positive ou m^gative suivant que 
le mouvement de rotation de r cn s autour de la direction z sera direct ou 
retrograde : el cette resullante aura pour valeur numirique le produit de 
deux facteurs rc spec lire me nt egaux, le premier au rapport qui exisle entre 
I' at re du parallel o gramme ronstruitsur les cdtes r, s, et I'aire du losange que 
Ion peut construire sur les cdlh x , y, reduits d runit/ ; le second au rapport 

qui existe entre le cosinus de I’inclinaison du plan de tangle ir, sur 
le plan des x, y, el le sinus de V inclinaison de I’ axe des z sur le mime 
plan. 
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Considerons, enlin, trois points P, P', P" situ6s dans I’ospacc, aiix 
pxtr^mites des rayons vecteurs r, s, t, et supposons la position dp 
chaque point rapportee a trois axes rectangulaires ou obliques des x, 
j, z. La resultante formee avoc les nenf coordonnt^es des trois points 
P, P' P", seradc(prmin6eparlaforinule(23 ). D’ailleurs, I’equation ( 2 ']) 
du paragraphe IV, jointe a la formule z) — i donnera 

|r. ... /: V, (r,s,t)(\. \.Z)\r. .v. /|[\. t . Z], 

h.../:\.V.Z| (\.'>,Z)h.../.||\.V.Z|. 

On aura done 

|/. ... f: \, V Z| Ir. ... /| 

, r — v~TT — ^ F T' 

I X. V Zl ['^•.v. /.I 

Done r^quation (23) donnera 

(’i8) .r, I ,c., - , I , r, I / . I , I , I -(/■,../) ^ f . ^ , 

[x.V. /,] 

e( Ton pourra enoiiccr le theoreinc suivanl : 

THEORf;ME VII. — Iai position d'lin point dons I'espace Hant rapportic 
n trois axes rectangulaires ou obliques des .r, z, si I' on designe par 

\ . \ , / 

trois longueurs mesurees^ a partir de Voriginc 0 des coordonnies^ sur res 
trois axes indejinimeni prolonged du cede des .r, y, z positives, puis par 

/•, .S\ / 

les rayons vecteurs menes de Corigine d trois points (pielconques^ et par 

3 ,, 

r,, 3,, 

./ )'/. 3/ 

les neuf coordonnees de ces trois points^ la rhultante 

• f t ^ s 3/ J'l } f Z f U s ^ t Zf’ — ./\ 1/3/ — H U t ) r ^ X 3/ , 

formee acec ces neu f coordonnees^ sera positive ou n^gatis e suicant que 
le moucement de rotation de r et s autour de t sera direct ou retrograde : 
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cl cctle rcsulUinte nura pour valcur numeriqiic Ic rapport qiii (Wistc cntrc 
le volume du paralldipipedc construit sur tes ardtcs /*, .y, /, et le volume du 
pnrallcUpipcdc que I on pent construire sur Ics arHcs x, /, rcduitcs 
chacune d V unite, 

II (\sl 1)011 d’ohscrver (jiie los ihronMne^ V, VI ol Nil, relatils w dos 
roordomiees ohiiqiies, peuvenJ etre iininediafeiiRMil dediiits d(‘s 
tlieorrujes I, II, 111, IV, rclalifs i\ des coordoinu^'s iMMdangiilairos. Kn 
oH'ol, Ion (rois ('‘(jualions (|ui s<‘rvenf a (ransfV)riiHT des coordonnoos 
o])liques eii roordoriiKM'N r(‘(-tan^idain‘s, cdanl dn proniier degre, il 
soil dll tlieoroine sur les produils dr rrsultantrs, drjii iiirnlionne, (|U(‘ 
la rrsullaiite lornier av(‘c Ics roordonnrrs de Irois poinis rlioisis arbi- 
trainMueut dans respace obtiiuidra siiccessivenienl deux valeurs (|ui 
seront (‘iUr(‘ idles dans un rapporl ronslanl, r/rsl-a-dlre indejicndanl 
des positions dr C(‘s nienies poinis, si, rorigine des coordonnecs restant 
immobile, on rapportr la position d’un point qurlronijur, iKabord a 
drs coordoiinrrs rrctangulairrs, puis a des coordonnees obliques. 
Ajoutons que re prineipr nr r.rssera [las d’etre exact, si, en faisant 
abstraction des i^oordonnees jiaralleles a Tun des axes, par (*xempl(‘ a 
I’axe des on considere la resultantr Ibrmee, non plus aver les neuT 
coordonnees de trois poinis choisis arbilrairement dans I’espace, mais 
aver l(‘s qiiatre coordonnees dt^ deux jioints, pourvu qu’en passant 
des coordounid's obliijues aux coordonnees rectangulaires, on ne 
deplace pas Taxr des Kn ellel, ii suit d(‘ la lormule {i3) di* la 
page 1 1^4 du Iroisierne volume ( ‘ ), que dans le cas oil Ton |)asse d’un 
premier systrme de coordonnees rectilignes a un second systeme, sans 
deplacer I’un des axes, les coordonnees mesurees parallrlement aux 
deux autres axes iMitrent srules dans deux equations lineaires a I’aide 
desijuelles la transformation s'effectue; et Ton peut appliquer separts 
ment aux quatrr coordonnees (|ue r.es deux equations servent a trans- 
former, le tbeorerne sur les produits de resultantes. 


( ' ) fie Cffiic/iy, >•’ srr.p, I. \UI, ]». i >(). 
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Cela pose, le rapport 


( f \ s) s] ’ 


qui, en vertu de la foririnlo (8), se iVnluif a rnnile, pour deux points 
situes dans le plan des coordounees or ety, quand ces coordonnees 
sorit rectan^ulaires, pourra difl'erer de runile, inais devra ohtenir une 
valeur constante, c’est-a-dire une valeur inde^pendante des directions 
attribuees dans 1(‘ plan donnc aux rayons vecteurs r et .v, si les coor- 
donnees deviemient obliques. Or, si Ton lait coincider en direction r 
et s avec des longueurs x et y, mesurees a parlir de Torigine sur les 
deini-axes des ./* et y positives, on aura 


./,r r, l,=r-0, 


) s - A*, 


( /■. V ) - ( \ , N ) I . \ , N . 


Done alors le rapport ( ^9 ) se trouvera reduit a 


et le principe enonce Idurnira, pemr des coordonnees oblicjues, Tc^qua- 


lion generale 


( /', .S' ) / .S'l /•, s\ L\, \ 


qui s’accorde, cornine on devait s’y al(endr(‘, avec la ('oruiule ( 24 )• 
Dareilleinent, si, les directions /*, .v n’etaiit plus reiiferniees dans le 
plan des on nomme 


/, r 


trois longueurs mesurees, a partir de Torigine, la premiere sur un axe 
des J, perpendiculaire on meme oblique au plan des x, y\ les deux 
dernieres sur des perpendiculaires au plan des x, y et au plan de 

Tangle (r, j), le rapport 


./•, i\ y, 


( /■, S', 1 ' ) /•.?! /•, .V ] ens ( 1 \ 
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qui, en vertu dc la formula ( 12 ), se reduisait a rnnite, quand les 
coordoniiees etaient rc'ctangulaires. pourra dill'erer de i’linite, mais 
devra obtenir one valeur constante, c’esf-ii-dire une valeur inde- 
pendaiUe des directions allribuees aux rayons Accteurs r et s. Or, si 
Ton fait coincider, en direction, /-etf avec les longuc'ursx, y inesurees, 
a partir de I’origine, sur les denx axes des jt et^x positives, on pourra 
supposer que T coincide lui-uieiiie avec Z, el Ton aura 

■r, — r, ) , ' <1, 

O, 1 , X. 

( /•, .9. 7’j ~ ( /•, .V. / ). I /•. .9 I — ( \. A ). ( 7’, / ) - r (/, z). 

Done alors lo rajjporf ( 29) se troiivera recluil a 

I 

{J\ .9, Z ) I \ , A ) 00^(z, z) 


et le priiioipe enonee fournira. pour des eoordoniUMvs ohiifjues, l'e(|iia- 
tiori generale 


>Ji'f r, i\ y, 


[ / . . 9 , 7 ’ ) r9 [ / , V I cos ( /\ / ) ( /•, .9, Z ) I \ , \ I (‘OS ( z, / ) 


qui s’accorde, eoinnie on devail s’v altendre, avee la loruiuli* ( 20. 
Ajouloris que la fornjule ( >2 ) eompreiid evideniiuent, couiuh^ cas par- 
(ieulier, la lorujiile ( 3 ()). 

Enfin, Ic rapport 


( ^ r > s ^ ~ '^'r , ^ / ~-x i ^Yt V, 3/ -f- ,/ / ) , r , ./ f ) ,Z, 

( /*, .9, / ) /-.V/ I /’, .9, / I 

qui, en verlu de la forrniile ( i3), se reduit a I’unite, quand les coor- 
donnees sont rectangiilaires, pourra differer de I’unite, inais devra 
encore obtenir une valour constante, e’est-a-dire ind^pendante des 
directions r, v, /, si les coordonnees deviennent obliques. Or, si I’on 
fait coincider cn direction .v, i avec des longueurs .\, y, z, mesur^es 
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a partir de I’origine, sui' les demi-axes des a?, y, 5 positives, on aura 

,! , t\ V, — <>, Z, — o, 

j\ iz- o, I " V, r., - (*, 

I f V O, 

— ,r,v,z, 1 , 1 /3, — 3/ -I- ./•/_) , 3, ./•/ K3/ — rst, 

( /', .9, / ) — ( \ , ) -= 1 , I /•, .9, / I = [ \ , / I ; 

(lone alors le rapport ( Vi ) se troiivera r(uluit a 

I 


el Ic principe enonc(3 fournira, pour descoordonnees oblicjiies, Tiiqua- 
lion g(^nerale 

^ ‘ * ( /', .9, r ) f‘S/\ / , .9, / I I \, > , / I ’ 

(|ui coincide, comine on devait s’y altendre, av(‘c la formnle (28). 

\I. /f('s sof/s /cs(/ifeU(‘S /es n'suft(fn(cs ('onsuleF'rrs 

dtnis it's pura^i'nplies pn^redents s'e^^onot(iss(^n1 . 

Les resultantes dont nous avons delennine les valours dans les 
paragraplu's [ireoedenls s’evauouisseni sous cortaines condilious, qu’il 
esl l)ou de connaitre, el que nous allons un instant examiner, 
t'.onsiderons d’abord la resultante 

(!) I /', ?; d, (' I COb ( /'. (/ ) I'll'i (.V. f) ('()s(/', (•)<■">'(•''. ")• 

dont les deux tennes onl ]iour facleurs les cosinus de quatre angles, 
que les directions r, s foruient avec les dimensions it, c. Si les deux 
angles 

(/•. x), {if, 1) 

sont renferint;s dans le meme plan, ou dans des plans paralleles; 
alors, en vertu de la forrnule (2) du paragraph* IV, jointe au th^oreine 
enonce dans le paragraphe II, on aura 
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et, par suite, la resultante jr, v; //, rjaura pour valeiir nuinerique le 
produit 

(^V) ^In ( / , s), sin ( //, r). 

Si, au contraire, les plans des deux anfj;les 

( /', s ), (//, i' ) 

cessent de coincider on d’etre paralleles eiitre eux ; alors, en noinmani ^ 
I’iiMdinaison rnuluelle de ces deux plans, on coneliira de la forinule 
(i3) dll paragraplio IV, joinle an theoreine du paragraplie 11, que la 
resultante ( /•, ,y; n, \’] a pour valour nuinerique le prodiiil 

( /| ) sin ( r, V ) sin ( //, »• ) (ose. 

En eonsequenee, pour faire evanouir la resullanl(‘ | /•, a; //, s] (‘I veri- 
lier la condition 

< *) I I /•, V : //, i’ J <», 

il est necessaire et il suftira de reduire ;i zero I’nn des deux raelenrs 

sin (/ , s ), sin ( //, r ). 

quand les deux angles (r, .vl, (//, e) seronl eonipris dans le nienie plan; 
et, dans le cas contraire, Tun des trois facleiirs 

sin ( / , .s* ), ^in ( if, r ), cos t . 


D’ailleurs, Tequation 

I 6 ) sin ( /•, s) _ (>, 

de la<|uelle on tire 

( r, .? ) — o ou 

exprime que les directions r, s se niesurent sur une meme droite, ou 
du moins sur des droites paralleles; et requation 


(7) 


I o. 



de laquelle on tirf^ 
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r, 

exprime quo les plans des deux angles 

(,.«). 

sont per|)eiKlicnlaires entre (uix. linlin, en vertn de recjuation (i ), la 
condition ( 5 ) ponrra etre presentee sons Tune quelconqiie des deux 
formes 

( 8 ) cos (/■.//) <‘o*^ (.?, - (‘OS ( / , (‘ ) (*U"' (.?. //)_-(», 

^ ^ (‘OS ( /•, // ) (“OS (.?, f/ ) 

C(»s(/', »’ ) cos (.S', c) 

(lela pose, on ponrra evidemmeni enoncer la proposition suivante : 

THEoafcMK 1 . — Lrs longueurs //, v Hunt nu^sun'rs sur dcs droites 
distinctes ct non paralleies^ pourque deiu' autrrs longueurs f\ s se incsurent 
ou sur la rruUne droiic^ ou sur des droites paralleles, ou du moins forment 

entre elles an angle (/*, j) dont le plan soil perpendiculaire au plan de 

r angle (//, e), H est necessairc et il su fjit (pte les (/uatre cosinus 

CO"‘ ( / , If), COS(/’, (’ ), C<»S(.V, ft], (‘Os(.S‘, c) 

representent les q uatre termes d\ine proportion geonielrujuc ^ de rnatnere 
d virifier la forrnule (9). 

Cftrollaire. — ("{)mme on vientde le voir, la forinnle ( 9 remarquable 
par son elegance et sa simplicite, se deduit iminediaternent de Tequa- 
tion ( 2 ), dans le cas particulier oil les directions /*, s sont renfermees 

dans le plan de Tangle (//, e). Ajoutons qiu^, de c(‘ cas parti(mlier on 
pent aisenient passer au cas general on les directions r, s sont situees 
hors de ce plan, a Taide des considerations suivantes. 

Soient, dans le cas general, 

les projections al)solnes de r et de .v sur le plan de Tangle(//, i). Pour 

(JE litres d(‘ (' — s. II, i. \l\'. lo 
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quo les (liroctions r, .v sc iiiesuront siir iiiio nioiiio droilo on sur des 

droiles paialleles, on du ttioins formcfit entro dies uii angle (/, .v) donl 

Ic plan soil perpendii iilaiie aii plan de rangle (//, o), il sera necessaire 
el il snflira, evidornincnl, quo Ics projoclions p, IT so mesurenl sur la 
tnetne droile cl siir des droUes paralldes; par consequent, il sera 
necessaire et il suflira quc I’on ait 

cosfp, «) c<>s({, n) 

i'Os(p, (’) (■) 

Mais, d’autre pari, le plan qui renfermera les Irois angles 

( (/, t' ). ( 0, l/\ ( p, (' ) 

elani perpendieulaire au plan d(‘ Tangle {r, p ), le llieorenie VII de la 
page 'll I du Iroisieme volume ( ') donnera 


par consequenl, 


COS ( f\ 


cos ( / , 



C( >s ( 0, 

e) 

'■O' ( p, 

'•) ‘ 



COS ( f\ 

n) 

cos ( p, 



Cos( / , 


COs(p, 


partMlh 

nMiiit, 





cos ( V, 


cos ( 

n) 


CO^s (.V, 

c) ^ 

<•« ►s ( V, 



Or il esl clair qu’en verlu de ces dernieres forniules, Tequation (lo) 
coincidera preciseinent avec T^ualion (g). 

C^onsiderons luainlenaiU la resuUanIe 


I /'. X. t : u, v, ir 


: (■us(/', «)cOs(.?, I' ) 11 ’) — //) fOS (.«,((’) CHS (/, c) 

-4 cus(/', c) eosi.v. ir) C0s(/. — t'()s(/', c)c(>s(.T, ii) ro'^{f, 

H ir) (•()s(.?, ^/)(•os(/, c) — cos (/•, n') cos (.?, c)cos(/, (/ ), 


(‘) Oim'ies lie ( iiiirliy, scvic II, I. Xlll. p. 
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(lout les six lenacs out pour facleurs les oosinus des neui‘ angles que 
les directions r, s, t forment avec les directions //, e, ir. En vertu de la 
I'ormule (28) du paragraphe IV, jointe au (heoreme enonce ilans le 
paragraphe li, on aura 

I /•, .V, f \ It, r, tr I — ( r, s, / ) ( n, c, tr ) | r, s, / \ \ it, \\ tr | ; 

el, par suite, la resnllante [ r, .v, n, c, n ] aura pour valeur nunieriqiie 
le produit 

I /•, ^ I I ff. r. ir I 

des volumes des deux parallelipipedes, que Ton pent coiistruire, d’une 
part, sur les aretes /•, .v, /, d’anlre part, sur les aretes u, e, tr, en sup- 
posant ces aretes reduiles chacune a I’unite, el tnesurees, a partir 
d’une meine origine, dans des directions paralleles a cellos qui 
leur 6taient assignees. Eln consequence, pour I’aire evanouir la resul- 
tante (/•, .v, i; u, e, w] el verifier la condition 

( 1 ) I /', S, / : ft. S', s\’ I t>, 

il sera iiecessaire el il siiffira de reduire a zero I’un des deiix volumes 

1 1 \ s, / |, I ft. S', tr |. 

D'ailleurs, requatiou 

(i3j I /•, .V, / | ™ o, 

qu’on ohtient en egalanl a zero le volume [/’, ,v, t\, esl pr(^cis6ment la 
condition necessaire el suffisante pour que les longueurs, inesur^es a 
partir d’un infune poinl dans des direclions parallides a celles de /% .f, 
t, soient renfermees dans iin plan iiniqtie, ou, d’en (Taulres terrnes, 
pour que les trois directions /*, / soient paralleles a un menie plan. 

Cola pose, ou pourra evidemment enoncer la proposition suivante : 

TiiKORr:MK II. — Les long'ucurs //, r, (r etant rnesi/rees sur des droites 
non paj'alleles a un m^me plan, pour que les directions des trois autres 
longueurs r, s, t soient, ou comprises dans un m^me plan, on du mains 
paralleles () un mdme plan, il est necessaire et il suf jit que la resultante 
des cosinus des neuf angles que les directions r, v, t forment avec les 
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directions //, r, (r, sWanonisse, oit^ on d'autres tennes^ (jiie ton ait 

(ip ros ( /*, A/ ) c< )s ( .V. i’)c()s(/, n) (.v, ) co^ (/, <’) 

I (“OS ( / , (• ) (“(►s ( \ , o ) (“OS ( / , // ) (“o*' ( /■, (’ ) cos ( \ , n) cos ( /, O’ j 

i cos ( /', O’ ) cos ( .V, // ) (‘OS ( / . c ) cos ( /“, (T’ ) COS ( .?, ( ) COS ( /, // ) . _ (». 

(OroKaire. — On pourrail, ;ive(* la plus {^rando facilite, arrivor 

encore ii la fonnule ( i en raisonnant eomine il suit. 

Rapporlons l(‘s [lositions des divers points d(‘ Tespace a trois axes 
des .r, j, rnenes par un point quelconque (), et, en attribuant aux 
demi-axes des y, positives des directions parallcles ii celles de //, c, 
o\ noininons 

A, l|, .■ 

les (‘>oord(mnees d’une longiuoir . iinie, iiiais difrerente d(* zero, et 
inesuree sur une droite ([uelconquea partirdii poini O. La forrmile ( 1 3 ) 
de la page I'l'^du troisienie volume (•') donni'ra 

i (“OS ( / , * ) : A (“OS ( /•, f/) , Ij cos (/*, c ) f z cos ( / , o ). 


Done, si raiigh' (/*, J s(‘ reduit a un droit, on aura simphunent 

A (’0'‘' (/,//) < If COS (/’,(’) > , cos ( /“, O') o. 

I) ailleurs, pour(|ue l(*s directions /\ f soient paralleles a un plan 
unique, il est ne(*essair(‘ (‘t il suDit <|u’elles foruicnt trois angles droits 

G,.), (/,.) 


avee une direction i perpendiculaire a e.e plan; par consequent, il est 
necessair(‘ et il suHit quVlIes verifient trois equations de la forme 


(r, ») 

If COS { /’, C ) 

( c (“Os ( /’, 

o.) 


(«, n) -f 

If COS (.V, c ) ! 

1 ; cos (.9, 


irro. 

(/. il) 

i|COs(/, r) ! 

1 i cos (if, 


' o 


Enfin, lorsque la longueur x, comme nous le supposons ici, differe de 


{ ' ) (/un'rrs dr ('(tni'/i) , s("*ri«» II, 1. XIII, |>. jCm*. 
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zero, les trois coordoiinees 

A . I| . ; 

(le I’extrcinite de cette loiij^ut'iir, inesurees sur trois axes non paralleles 
a un meme plan, ne penvent s’evanouir a la fois; et alors les trois 
equations (i 5 ) ne peuvent snbsister siinultaneiuent quo dans le cas 
oil les cosinus par lesquels y sont representes les coeflicients de a, 
i|, ; verifient la forniule ( i i). 

Clierchons maintenant les conditions sous lesquelles s'evanouisseni 
les resullanles que Ton pent construirc avec les coordonnees de deux 
on trois points, dont les positions soni rapportees a desaxes reclan- 
gulaires ou obliques des x, j, 

Kepi'esentons par les (rois lettres 

/ , .V, / 


les rayons vecteurs inenes de Torigine a Irois points donnes, et desi- 
gnons, a I’aidc de ces meines lettres, placees eomine indices an has 
de x^ y et z, les coordonnees de ces (rois points. Enfin, soient 

V /. 


trois longueurs, inesurees a parlir de I'origine, sur les deini-axes 
des ar, j, z positives, et T une autre longueur niesuree sur une per- 


pendiculaire au plan de Tangle (/•, v). Les lorniules (26) el (28) du 
paragraphe V donneront 


1 16> 


J', )\ J 


/-.S' I /•, S 1 <*Ob 





et 


(ly) j’, )\Zi— .r, ^ Ji\)tZ, J\^,z, 

Cela pose, I’eijualion de condition 




(/•, .V, /) 


/•.?/(/', S, / I 


(18) 




pourra etre reduite a 

(19) I'.l I /', S I cos ( 7 ’. /. ) r,: II. 
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Done, pour qu’elle soil veriliee, il sera necessaire eC il siiffira que I’un 
(Jes facleuis 

/'. I /'. S |. <'(>s( / ) 

s’evanoiiisse. D’ailleiirs, ?‘eduirt* a zero I’lin des rayons vecteurs /•, .v, 
e’est supposer que Tun des points donnes coincide avec I’origine. 
Quant a la condition 

I /•, I - (., 

que I on peui encore ecrire comtne il suit, 

sin ( /•, .V ) - <), 

elle exprime que les longueurs /•, s se mesurenl sur une nicnie droite. 
Enfin, la condition 

cos(7'. /.) — Il 

exprime que la direction T, perpendiculaire au plan de Tangle (/■, .r), 
est aussi perpendiculaire ii Taxe des 5, ou, en d*a litres terines, ejue le 

plan de Tangle (r, s) passe par Taxe des r. 

Quant a Tequation de condition 

( 'H>) X, ) fZ / - ,i'f \ ! z ^ \ - ^ y I z , — \ , z ^ ~ ~ “ <*». 

elle pourra etre r^iiili', en vertu de la formiile (17). ii 
(■’ 1 1 /'.?/| r. .?, / 1 =2 0. 

Done, pour qu’ellc soit vi^ritiee, il sc-ra necessaire e( il siiffira que Tun 
des facteurs 

/•. . f . /, I /•, / 1 

so reduise a zero; par consequent, il sera necessaire et il siiffira que Tun 
des points donnes coincide avec Torigine, ou que le volume du paral- 
lelipipede construit sur trois aretes paralleles a /•, .1, / s’evanouisse, 
e’est-a-dire, en d’autres terines, que les trois aretes r, .v, t deviennent 
paralleles a un meme plan. 

Eu egard aux remarques qu’on vient de faire, on pourra evidem- 
ment iuioncer les propositions suivantes : 
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rHKORi>.WK IIF. — La position d\in point Hant rapporiee d tmis axes 
dcs y, z qui se coupent sous des angles quelconqiies^ pour que deux 
points separes de Vorigine^ Van par la distance r^ V autre par la distance s^ 
soient renfermis dans un plan qui passe par Vorigine, il est n^cessaur et 
it suffit que les coordonnees 

de ces deux points^ mesurees sur les axes dcs x et verifient la condi- 
tion 

('>■>) , 1 , .7 , ) , (K 

Thkor^ime IV . — La position d*un point etant rapportee d Ur>is axes 
des x^ y, z qui se coupent sous des angles quelconques^ pour que trois 
points se pates dc Corigine par U\s distances 

f\ S (‘I / 

soient renfertnes dans un plan qui passe par V origin il est necessaire et 
il su f fit que les coordonnees 

j,. .V,, r.,, 

>r y s, 

./•/, Vi. z, 

de ces nternes points verifient la condition 

('.>.3) t, ) / :•. -4- ./ . ) / r./ - z i , o. 

On pourrait encore, avec la plus f^rande facilitc, etablir les 
tlieorernes III et IV, en raisonnant conim(‘ il suit. 

Soient toujours 

\, / 

Irois longueurs mesurees, a parfir de Torigine, sur les demi-axes des 
coordonnees posilives, et t une autre longueur mesuree, a partir de 
la memc origine, dans une direction quelconque. Si Ton represente 
par X, y, z les coordonnees d’un point situe dans le plan men6 par 
cette origine perpendiculairement a ,, la premiere des Equations (i5) 
snbsistera, quand on y reniplacera u, e, u' par x, y, z; /-par x, et a, 
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•f, : par .i\ r, On aura done 

('u '\ ) .f <‘os ( t , \ ) i > ( OS ( t , N ) f- ('OS ( I , / j _ (I. 

Ajoutons (juc la toriiiule (^2/1 ), c\‘sl,-a-dire r<^(|iialioii du plan meue par 
Torif^ine porpoiulic ulaireinenl a i, se roduira sinj|)lemorU a 

} ./‘(•os(c, \) i ) (‘osfi, \ ) r~ iK 

si ce plan passe [)ar Taxe des piiisque alors, v etant perpeiuliculaire 
ii /, on aura 

( i, /) — - > ('os ( t , /, } ZI. 0 . 

(Ada pose, pour que les deux points separfVs d(‘ rorif^ine par les dis- 
tances r ct .V soient, renferines dans un plan (jui passe par I’axe des 
il s(*ra nn^essaire el il siiffira (jue lours eoordonnees 

niesuroes sur les ax(‘s d(»s x vi y, verifient deux equations seinblahles 
a requation (20 ), c/cst-a-dire deux equations de la forme 

\ ./ f ('Os( 1, \ ) - i ) , cos (i , \ ) -1 {), 

(■»<>) I 

. .( , ('OS ( t , \ ) i ) , cos ( V , \ ) <K 

Pareilleinent, pour que les trois points separes de roiij^im^ [)ar les 
distances r, v, / soient renfermes dans un rneme plan qui passe })ar 
rorij<in<% il sera necessaire et il sur/ira que huirs eoordonnees 

■ r,, z,, 

.//, .)/, T/, 

verifient trois equations semldables a I’equation (24), e’est-a-dire 
trois equations do la fornae 


! (■ 

i .i , coh v i 

.'0-- 

) , (‘OS ( > ) - 

1 3, COS (t, /,) z 

z 0 , 

j , cos ( <. 

.'.v) > 

) s c<)s(; , \ ) 1 

COS (t, z) z 

- 0 , 

\ ./'/ cos(t 


\ / COs(i, \ ) -1 

h Zf COS (v, /) ZZ 

' (». 
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Or les Irois angles 

(cl), (v,n). (--./•) 

ne pouvant ctre droits tons les trois, lorsqueles coordonnees j:, y, 5 se 
inesurent, comme on doit le supposer, sur trois axes non cornpris dans 
un ineme plan, les cosinus de ces trois angles ne peuvent s’evanouir 
a la fois; et, par suite, le systeme des formules (27) entraine la condi- 
tion (20). 

\ II. - Sur Irs rein lions qui e.iisleni entre Irs rorjjlrients dcs vftriafdes dans 
las den.r esperes d\>qn<ftions d Vidde dasquedlas on passe dUin premier 
S) Sterne de roordonnees recliUpnes d an second^ et reciproqiiement. 

Parmi les problernes dont la solution introduit dans le calcul des 
resultantes forrnees avec les coordonnees de deux ou trois points, on 
doit reinarquer line (juestion d’ailleurs facile a resoudre, celle dont 
Pohjet (‘st (Petablir les relations qiii existent entre les coefficients 
renfcrrncs dans les deux especes d’equations a Paide desquelles on 
pass(‘ d’un pr(‘mier systeme de coordonnees rectilignes a un second, 
et reciproquenient. Occupons-nous un moment de cette question et 
des formules qui s’y rapportent. 

D'apres ce qui a ete dit dans un precedent Memoire ^voir le 
IIP volume), si Ton nomine 

y, les coordonnees rectilignes d’un point quelconque P, relatives 
a trois axes rectangulaires ou obliques, rnenes par une cer- 
taine origine 0; 

x, y, z trois longueurs mesurees, a partir de cette origine, sur les 
axes des x, r, indefiniment prolonges du cote des coor- 
donnees positives; 

X, V, Z trois longueurs mesurees, a partir de la meme origine, sur les 
axes conjugues, e’est-a-dire sur trois nouveaux axes 
respectivement perpendiculaires aux plans des j', des x 
et des X, y\ 

et si Ton represente par 

Jn 'y 

OEuvres de (\ — S. II, I. XIV. 
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ce quo deviennent 

.r. s, >. /„ \. Y, Z, 

quand au systeme des axes donnes on substitue un nouveau systeme 
d’axes, I’origine restant la ni^me, on aura 

^ . 1 , — ft .t -4 /> ) - 1 - r 

( 1 ) ^ ^ ^ ^ ^ ^ ’ 

\ ~ (f -f " 4 * 

les valours dos cooriioienis 


/>, ( : //', //, 


rf'\ h\ (■" 


<^tant I'ournies par los oqualions 


COs(\, \,) 

ros( \,, \.) 

/f “ 

(*OS { 

V, \,) 

cos (/-, 

v) 




COS (\, 

•xr 

cos(\, V,) 

// TT 

cos( 

V.S,) 

, cos(/,. 

_o. 

cos( V,. \ ,) 


ros ( 


(‘OS ( V, 

:\,)" 

cos(\, Z,) 

h’zrz 

<‘os( 

x) 



cos(/,, /,) 


cos ( 

/... zj 

cos ( / ,, 



el,, reciproquenient, 

( ;; - r.,,+ r 1 r'z . , 

les valeurs des coeflicionts 


A. A', A" 


If, />", /r 


elan! fournies par les liquations 


( 4 ) 



cos * 

(x,. \) 

I'zzi 

cos ( 


cos 1 

s: x)’ 

cos ( 


cos ( 


//' — 

cos ( 


cos ( 

x)’ 


<*oS ( 


(‘.OS ( 


C 

(‘OS ( 


cos ( 

(V x) 


cos ( 



c 


cos ( 

X,. z) 

(‘OS ( 

z) 

cos ( 

v.'z) 

C(^S ( 

z) 

cos ( 

z) 


(•os(/.. z) 
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D’ailleurs, la nature de ces divers coellicicnts est facile a reconnaitre; 
et, d’abord, en verlu des formules (i), les coefficients renfernies dans 
une meme ligne verticale du tableau 

t a, h, r. 

(^■>) V a’, //, f', 

f n\ h". r" 

representent evidemment ce quc deviennent les coordonnees 

) .. Z, 

du point P, ({uand on a rcduil Tune des Irois variables 

a I’nnite, e( b's d(Mix autres a z6ro, c’(‘st-i)-diiT, en d'anfres (errnes, 
quand on fait coincider le point P avcc I’extremitc de I’line des lon- 
{(ueiirs 

\ . ^ . /, 

reduites ii I’unite. Pareillement, en verlu des formules ( '{), les termes 
renferrnes dans une meme ligne verlicale du tableau 

[ .1, J', I", 

((i) ] //'. A'". 

f c, c. r 

representent ce que deviennent les coordonnees 


du point P, quand on fait coincider ce point avec rexiremite de Tune 
des longueurs 

reduites ii I’unile. Ainsi, les divers coefficients renferrnes dans les 
equations (i) et ( i) se reduisenf aux projections algebriques que Ton 
obtient quand on projelte les longueurs x, y, z reduites a I’unite, sur 
les directions X,, y,, z,, ii I’aide de plans perpendiculaires aux direclioiis 
X, Y, Z, ou les longueurs x,, y,, z, reduites ii I’unite, sur les directions 



MEMOIHK 


8'i. 

X, y, z, a I’aide de plans perpendiciilaires aux directions X, Y, Z. Cette 
seule. remarque fournit un rnoyen simple de retrouver aisement et de 
reproduire a volonte Tune quciconque des formules ( 2 ) ou (4). Kn 
effet, si Ton designe par 

/*, .9, / 

Irois longueurs, doril chacunc se niesure dans uno direction deter- 
miiiee, la projection algehrique de r sur s, efl’ecluee a I’aide de plans 
perpendiculaires a /, sera (v(nr\e HE’ volume, j). i4<>^ ( ') 

ros( /•, / ) 
c<>s(.v, /) 

Done, si la longueur r se reduif a runile, sa projoclion algehrique sera 
represen lee par le rapport 

cos ( /*, / ) 
cos(,s\ /) 

(.cla pose, Ic coefficient a, par exern|>le, nVtanl autre cliose que la j>ro- 
jection algehrique de x sur x,, elVectuee a I’aide de plans perpendicn- 
laircs a X,, et correspondante a la valeur i de x, on aura necessaireinent 

('<)s(\, \,) 

ff ; 

cos ( \ 

et Ton pourra, de la nieine rnaniere, en s’appuyant sur la rernarqu(‘ 
ci-dessus enoiicee, reproduire isolement chacune des rorinnles coin- 
prises dans le systerne des I'quations ( 2 ) ou (Tj )• 

D’autre part, chacune des formules ('5) doit nee.essairenieni roincider 
avec Tune de celles que Ton pent obtenir en eliminant deux des coor- 
donnees x, j, v entre les formules (i); et, reciproqiiement, chacune 
des formules (i) doit coiricider avec Tunede relies que Ton obtient en 
eliminant deux coordonnecs y,, z, entre les formules Q), 11 y a 
plus : cette coincidence doit avoir lieu, quelles que soient les valeurs 
attribuees aux variables x, y, z ou x„ y , ; ce qui exige que les 

coefficients de x, j, r soient les memes dans les valeurs de x,yy,<, z, 

{ ') (h'l/vrrs dc Ctfuc/iy, StTic It, t. XIII. p. i'’>7. 
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que donnent les (brmules (i), el dans celles que I’on lirerail des 
formules ( 3 ). Done les neuf coefficients 

b, (\ a\ (‘\ (i\ b’\ r" 

peuveiit etre exprim^^s en fonctioii des c.oefficierits 

f, /A r, \\ c\ I", H\ c’\ 


et, reciproquement, cliacun de ceux-ci pent etre exprinie en fonctioii 
des neuf autres. En effectuant le c.alcul, et posant pour abrej^er, 

/ n:: dh ' ( ' ah" (•' f a' h'' r — a' bt'" | a" be' - a" b' (\ 

A - AH c"~ vh c a hc \ viic v n c. 


(7) 


on trouve ( le II^* volumo, p. 172) (') 


(9) 


et 


bA "~~ b" 


(10) ^b 



/. 

(•'a" 

— ("a' 


L 

a’fy 

— a" Ih 


A 

nr- 

BU' 

A 

> 

c r~ 

(' 1 

A 


1 /r- 

\ B 

f 


I'zzi 
/r zr 

c — 


b"c - be' 


r a — ra 

___ 

a" b — ah'' 

I 


// - 


// r- uc" 

A 

( { i \" 

ra I fr 

A 


ir- 
c - 


fH’—b'r 

I ’ 

<‘a' - ( 'a 


h 


/. 

ah ' — a' h 
A ’ 


Bi Hi' 

X ’ 

C I 

A ’ 

I//' \'B 


Mais, en verlu des remarques precedemment failes, la valeur de / 
donnee par la forinule (7) est precisement la resiiltanto des coordonnees 
des trois points I, m, n qui coincident avec les exlrrunites des lon> 
gueurs X, v, z, dans le cas on Ton suppose ces longueurs reduites a 
Tunile, et on Ton rapporte la position d un point quelconque auxaxes 
coordonnees de y,% z,, PareillemenI, la valeur de A donn(^e par la 
forinule (8) est precisement la resullante des coordonnees des trois 
points L, M, N qui coincident avec les extremites des longueurs x, y, 
z, dans le cas on Ton suppose ces longueurs reduites a I’unite, el ou 


{ ') CEin*rcs lie ('(uirhy^ S('*rio II, 1. XII, ]> 
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Ton rapporte la position d\in point quelconque aux axes coordonnees 
des j, z. Enfin, si dans chaqne resiiltante on fait entrer, non plus 
les neuf coordonnees de trois points mesurees sur trois axes diflerents, 
inais les quatre coordonnees de deux de ces points mesurees sur deux 
de C(‘s axes, alors, a la place de chacune des resultantes 

/ el A , 

on pourra obtenir neuf resultantes diverses, qui seront pr^cisement 
les numerateurs des fractions comprises dans les forrnules (9)00(10). 
Done chacune des forinules (9), (10) qui servent a exprinier les coef- 
cienis 

f, /A f , r\ i'\ //'. r" 

en fonction des coeflicients 

cr, it, (', a \ it' , r', a" , it'\ c", 

et rcc-i|»r(»(|uem(‘nl, a pour second rneinbre le rapport entre deux 
resultantes a deux ct a (rois directions, conslruiles avec les coordon- 
iiees de deux ou trois points. Ajoutonsque la valeurdc chacune de ces 
resultantes pourra ctre aisernenf deduite des rorniules etahlies dans le 
paragraphe V. Ainsi, par cxcinple, en vertu de la I'ormule (a8) du 
paragraphe V, la resiiltante K des coordonnees des points L, M, N. 
mesurees sur les axes des .r, y, z, ollrira une valeur numerique deter- 
minee par I’eq nation 


le mouvement de rotation de x en y autour de z etant cousidere coinme 
direct, en sorte qu’on ait 

( \. > , /. ) .Tr I . 

Alors, aussi, en vertu de la I’ormule ( 25 ) du paragraphe V, la r6sul- 
tante 

A 'B" - A "B' 

des coordonnees des points L, M, mesurees sur les axes des x et j, 
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oflrira une valeiir determinee par Tequation 


(1.) 


\ ' tr ~ A "ji 


( \, \ , / ) I ^ I 



Or les forinules (i i), ), el autres seiiiblables, fourniroiU evidem- 

ment un moyen facile de verifier les equations (lo). S’agit-il, par 
exemple, de verifier la derniere de ces equations? On cornmencera 
par observer qu’en vertu des forrrinles(i4) et ( if)) dn paragraplie I, on 

a, en supposanl aigus les angles (z, z), (z, Z,), 

I \ , _\ , / I --- I \ . _\ I co^ ( / , / ) , 

I \,, N ,, /,!"_! \,, N , I COi> ( / , /, ) ; 

et, par suite, dans tons les cas possibles, 

I \ , ^ , / I “ I ' i cos( /, Z ) ~ ( \ , ^ , Z) I \ . \ I (‘OS (/., z), 

r I (\,, N Z, ) , , ^ 

' • ( \,, V,, /J ' ' 


Done la formule (i i) pourra s’ecrire comine il suit : 


(i3) 


( X,, Z,) I Xm >. I 

irryrzy T\, i 



(]ela pose, il snffira evideniment de combiner entre elles, par voie de 
division, les Equations ( 12 ) et (i3), pour obtenir la formule 

j'/r- A"]}' _ cos (z. /.,) 

A “ ( '^'7 V 

cosV/,., Z,/ 

ou, ce qui revient au nieme, eu t'^gard a laderniere des equations (lo), 
la formule 

A'fr-A’jj' _ 


qui coincide pr^cisement avec la dernifere des Equations (lo).On pour- 
rail, de la meme maniere, a I’aide des forinules ^tablies dans le para- 
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graphe V, verifier chacnne des equations (y) ou (lo). Enfin, on pour- 
rait encore verifier ces memes equations, apres y avoir substitue les 
valeurs des divers coefficients firees des formules (2) et ( f \ ), a Taide 
des formules generales que nous avons etablies dans l(‘ para- 
graphe IV. 

Jl est bon d’observer que le systeme des ecjualions (y), pent (Hre 
remplace par la seiile forniule 



A 

// 


r 



h"r 

r' a’' r" a' 

a' //' 


a'' if' 


1' 

__ /r 


c 


~~ 777' 

- hr" 

i'" (t ra” 

a' h 

-- 

a if " 


\" 

ir 


r" 



h'r 

ca' ~ r' a 

a if' 

— 

a ' if 


et le systeme des equations ( 10) par la seul(‘ formiib^ 


/; r" ir Yy r;' 1 - r" 1 ‘ \ ' ir \ n 

a' h' I ' 

lie nc ■ r^\ ^rj ~ (' // T /7 

a' b" I ' I 

7ir~ - /1 7 ' ' Tnr r~r 17? vji 7 \ 


Ajoiitons que les I'ormiiles ( q ) <•( ( lo), on ( i { ) el ( i ‘i), j)eiiveiil aiissi 
(Are reiii plaet^'s par iiii sysleme d(‘ neuf eqnaliotis (|iii soieiil liiieaires 
par rapporl aiix coefficienls renfermes dans les formules (i), couimc 
par rapport aux cocilieieiits renfermes dans les formules Enirons, 
a ce sujet, dansquelques explications. 

Si Ton fail eoincider successivement le point P, doni les coordon- 
nees sont y, avee les extremites en I, m, n des trois longueurs 

y, /. 

reduites a I’unite, on obliendra trois systemes de valeurs de jt, y, z, 
dont chacune comprendra les treis coeflicients renfermes dans une 
meme colonne verticale du tableau (o); el ^ ces trois sysl«'*mes de 
valeurs de x, y, z, correspondront trois systemes de valeurs de 
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a?, y, 2 , dont chacun offrira deux valeurs nulles ef une valeur 
6gale a i. Cela pose, des Equations (3), appliquees aux coop- 
donnees des Ipois points 1, m, n, on d^duira evidemment les neuf fbr- 
mules 

t Aa~h i'u' i I, i/, ('//+ l'7/' = o. Ir I I'r' I .(V'— 

(I(j) \ \ Kh +lt’ h' \ H'’ h" = i . /tr- + 

( 6’a + = Ch i-T'// t r'/Z'-o, 6V- r C''r'+6’"c''=i. 

Si, an conlraire, on fait coincidor snccessivoment le point P avec les 
extremites 1,, .M, N des trois longueurs 

y,. 

reduiles a I'unile, on deduira siieeessivetnenf des equations (i) l(“s 
neuf fornuiles 

\’ (t -\~ IV h I O, V (t -\- ]V h 1 

\'a' \-/Vf/ I r'r'r.-T I, i a' -t inv I 

\a" I IVh" \ \"(i" -\ H" IV -\-('V I. 

On ponrrait, avec la pins fjjrande facilile, docluive des ecjuaiioiis (i()) 

on (17) les fonimles (9) el (^10), V(Mil-on, par exeinple, dediiire des 
equations (17) les equations (9), 011, ee qui revient au ineine, la for- 
innlc(i4)? II suffira d(i prendre pour ineonnues les coeiTicienls ren- 
((‘rmes (Ians le lableau (G), el de delerminer siiiiullanenjent les trois 
coeriicients coinprisdans une nieme colonne verlicale de ee lableau. 
Ainsi, en [)articiilicr, les equaliotis (1 7) donneront 

Aa I Hh \(V lUV -V Cr' — O. A(V \ ////’ 1 

et Ton tirera de celle-ci, en faisant d’abord abstraction de la pre- 
miere, 

4 n c 

(Vi — (Vi'' i'it' — i'a iV (V (V (> ^ 

puis, ensuite, 

A ^ __ C 

(/ c" //V ' <-' a" - r'' a' a' b " — a' (V 

Aa -\- IU p -^ Ci' ^ 1 

a{IV (''' b"c') e (}{('' a" ("iV) i (‘{a' (V a” h' ) I 

U':uvi<‘'i ftr C. — s 11, t. \1V. 


/ ia h J(h + (Vi' - I , 
(17) I \(V \ Ii(>' -\-(Vi‘'-izu, 
' \(V \~ll(V i ( V-" , 
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On prouvera, de iiiente, en partant des equations (17), que chacunc 
des fractions comprises dans la formule (i/|) se reduit a ; et genera- 
lenienl on ponrra, du systeme des Equations (16) ou (r7), deduire a 
volonte, ou la formule (14 ), ou la formule pour effec- 

luer cette deduction, il suffira de s'appuyer, cornnie on A'ient de le 
faire, d’une part sur la formule a laquellc on parvient quand on eli- 
mine line soule inconnuc entre deux equations liiieaires qui renfermeni 
trois variables, sans aucun termc constant, et, d’autre part, sur ce 
principe, que la valour commune de plusieurs fractions egales ne dif- 
fere pas du resiiltat iju’on obtieni, ijiiand, apres avoir traiisforme 
cbaqiie fraction en multipliant ses deux terines par un memo facteur, 
on divise la sommcdes numerateurs par la somme des denorninateurs. 
Oe qu*on vient dedire prouve encore<|ue le syslemedes equations(i7) 
est equivalent au systeme des equations (iti). Chacun de cos systemes 
peul certainement Atre remplace par I’autre, puisqu’il est demontre 
que chacun d’eux peul etre remplace a volonte ou par la formule ( i i), 
ou par la formule ( ib). 

Si Ton voulait, non plus tirer des equations (i(>) ou (17) les for- 
mules (i4)> (* 5 ), ou, cc qui roviont au rneme, les equations (9) et 
(10). mais elfectuer I’operation inverse, et revenir des equations (9), 
(10) aux Aquations (i(i)et (17), il suftirait Avidemment de combiner 
par voie d’addilion les formules ( 9) et (10), apros avoir inultipliA les 
deux membres de cliacune d’elles par un facteur convenablenient 
choisi. 

Observons encore quo, si Ton applique le theorome sur les produits 
de resultantes au systAme des Aquations (ifj), ou au systeme des Aqua- 
tions (^17). on en tirera, eu Agard aux formules (7), (8), 

( 18 ) /kK I . 

On arrivcrait aiissi a la meme conclusion, en partant de I’^quation (i i). 
En effet, cetle equation, qui suppose que Ton considere comme direct 
le mouvement de rotation de x en y autour de z, et que Ton a en con- 
sequence (x, y, z) = i, pent etre, pour plus de generalite, presentee 



sous la forme 


sun LKS Ul^Sl LTANTES. 


— I V. V.. 'l; I 

( \ \ ) I \ , \ , /. I 


et s’etend, sous cette derniere forme, au eas rneme oCi, la position d’un 
point quelconque 6tant rapporlee aux axesdes.i-, v, ; on considererait 
comme direct, non plus le inouvement de x en y autour de z, mais le 
mouvement. de x, en y, autour de z,. D’ailleurs, en echangeani enire 
eux les deux systenies d’axes, on obtiendra evidemrnent, ^ la place de 
la formule (19), la suivanle : 

(■,0) I - h:.!' ■ 

( \,, \ ,, A, ) I \ ,, A ,, Z, I ’ 

et il est clair que dcs fornuiles (19), (20) on pent irnniecliateinent 
deduire re(|ualion (18). 

Si lesd(^ux systemes d’axes coordonnes presenteni chacun Iroisaxes 
perpendicniaires I’un a I’autre, on aura 

I \, N, /.| — I. I \„ /, | — I, 

et, par suite, les foriiiiiles (19), (20) donneroni 


( V. y, ) 
N, /) ’ 


( \ , > , /. ) 


on, ce qui revieul au memo, 


A r-: /. / ) ( \,, \ ,, /, ). 


Done, alors, chaeune des resultantes h\ l\ se reduira simplement a 
Tunite, si les mouveinents de rotation de x en y autour de z, et de x, en 
y, autour de z,, sont de ineine espece, et a — i, dans le eas eontraire. 
Alors aussi les di verses forinules etablies dans ee paragraphe se con- 
fondront avee les formules connues qui se rapportent a la transforma- 
tion des coordonnees reetangulaires, et qui out ete rappelees dans un 
precedent Memoire ( vo/r Ic 11 '* volume, p. 

Nous renverrons a un autre Memoire la recherche des lois suivant 


(') CEuvres (U* ('<iu('h)\ Srno II, L XII, p. ’iio. 
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lesquelles les runif coofiicients renfermes dans les equations (i) et ( 3 ) 
dependent dc la forme des deux angles solides qui ont pour aretes, 
d’une par! x, y, z, d’aulre part x,, y,, z,, et de trois constantes propres 
a determiner la position de Tun de ces angles solides par rapport a 
Tautre 

Observons, en linissanf, que les formules (i6), (» 7 )' (i8) pcmvent 
etre (Hendiies au eas genej al ou, a la place des equations (i) et ( 3 ), on 
considererait deux equations de la meme forme, mais relafivcs a deux 
systemes de variables, dont le nombre serait le meme dans les deux 
systemes, et d'aillenrs aussi grand que Ton voudrait. bllfectivement, 
les formules (22) de la l»age I'ji) au lb* volume ( ' ), (|ui se rapporlent a 
deux systiunes d'equations semblables au\ e(iualions (1) et (.> ), se 
trouvent remplace(‘s par d’antres formules du meme genre, quand on 
eohange entre eux les coefficients (|ui occupent les memes places dans 
les deux systemes (re(juations; et, par consequent, on pent, dans le 
(*as general, obtenir deux systemes de formules analogues aiix for- 
mul(‘s ( i()) et ( I 7 ). Ajoutons (|ue la formule (18) se trouve comprise, 
comme cas particulier, dans la formule (2^) de la )>ag(‘ citee. 


[ ' ) Ch'n^'nw th‘ Sri If, \. \ll, p. 


M»(). 
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THEORIE DES fiaUIVALENCES ALGEBRIQUES 

SIBSTITUEB A LA TIIEOIIIK IIKS IMAGINAIBES 


I’ttI 

Los geornoli’os, surUnit coux qui s’edorcoiit do oontrilHior aiix pro- 
gros (los soieiioos malhcinaliques, out oto (|uelqiiefois accuses do 
parlor une langno qui n’a pas loujours I’avanlage do pouvoir etrc faoi- 
leiiient (•(tm|>riso, e( do fonder dos theories sur des priiicipes qui 
nianqucntde clarto. Si ujie llieorie pouvaitencourir ce reproehe, c’elait 
assureiuent la tln'orie dos imaginaires, telle qu’elle elailgeneralctnont 
enseignee dans los Traites d’Algehre. C’est pour ce motif (ju’elle avail 
s|>ecialeinent lixo rnon attention dans I’ouvrago que j’ai public, on 
1 aS 21 , sous le titro A' Analyse, a/fichritfiic, et qui avail prociseinent pour 
but de donner aux inetbodes toule la rigueur<|uo Ton exigo on geome- 
trie, do maniere a no jamais recourir aux raisons tiroes de la goneralile 
de I’Algebro. Pour reinedier a rinconveniont signale, j’avais considere 
Ics equat ion s i magi nai res conime des formulessymboli(|ues, c’esl-a-diro 
oomnie des f(»rmules (|ui, prises a la leltro et interpretees d’apres les 
conventions geueralement elablies, sont inexacles ou n’oni pas de sens, 
mais des<iuelles on peui deduire des resultals exacts en modiliant et 
alterant, selon des regies fixes, ou cos formiiles, ou les syrnboles 
qu’elles renferment. Cela pose, il n’y avail plus nulle n^cessite de se 
mettre I’esprit a la torture pour chercher a decouvrir ce que pouvait 
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representer le signe symbolique v' — i » auquel les geometres allemands 
substituent la Icttre i. Cc signe oii cetle lettre etail, si je puis ainsi 
m’exprimer, un outil, un instrument de calciil dont rintroduction dans 
les formules perraettait d’arriver plus rapidement a la solution tres 
reelle des questions qiie Ton avait posees. Mais il est evident que les 
theories alg6briques deviendraient beaucoup plus claires encore, et 
beaucoup plus facilesii saisir, qu’elles pourraientetre raises a la portee 
de toutes les intelligences, si Ton parvenait a so debarrasser comple- 
lement des expressions imaginaires, en rcduisant la lettre i a n’etre 
plus qu’nne quantite reelle. Quoiqu’une telle reduction pariil invrai- 
semblable et memo impossible au premier abord, j'ai neanmoins 
essaye de resoudre cc singulier probleme, el, apres qiielqnes tenla- 
tives, j’ai ^ite assez heureux pour reussir. Le principe sur lequel je 
m’appuie senible d’autant plus digne d’attention, qu’il pent elre 
appliqu6 meme a la theorie des nombres, dans laquelle il conduit a des 
resultats qiii meritent d’etre remarques. Entrons maintenant dans 
quclques details. 

1. — Sur Irs cquivnlenrrs et <il i^ebt 'Kfurs, 

Lorsque deux nombres entiers /, m, etant divises par un troi- 
sieme ra, I’ournissent le memc reste, ils soul dits congru.'nm cquimlents, 
suivant le module ou divixeurn. I’our indi()ner cettc circonstance, on 
peut ecrire, avec M. Gauss, 

( i) I m { inod // ). 

Pareillement, si y ) representent deux polynomes en a-, ou, 

en d’autres termes, deux fonctions entieres de a;, qui, 6tant divisees 
algebriquement par un troisieme fournissent Ic merne reste, on 

peut dire que ces polynomes sont equiealentx entre cux, suivant le 
module ou dieixeur GT(a ), et indiquer cette circonstance, comme I’a 
faitM. Kummer, en ecrivant 


(2) 


9 (./•)=; [mod CT(.r )|. 
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On (loil done distinguer deux especes d’equivalences, qui pourront 
etre apptdees, les unes arithmetiques, les aiitres alg^briqucs, line equi- 
valence aritlimetique etant, celle qui iudiquera I’egalite des restes de 
deux divisions arilhrnetiqucs; tandis qu’une Equivalence algebrique 
iudiquera I’egalitedes restes de deux divisions algebriques, le diviseur 
arilhmetique ou algebrique demeurant le mcme dans les deux divi- 
sions successivement effectuees. 

Pour introduire colic dislinclion dans les forinules, elfaire en sorte 
que les equivalences algebriques ne puisscnl eire conloiidues ni avec 
les equivalences arithmetiques, ni avec les equations proprement 
dites, j’aurai recours a iin nouveau signe; et quand il s’agira 
(rexprimer une equivalence algi'brique, alors. dans le signe qui 
s’applique aux equations, e’est-a-dire dans le signe == forme de deux 
traits rectilignes superposEs, je rernplacerai le trait supErieur, non 
plus par deux traits rectilignes distincts, comme on le fait dans le cas 
on Ton veut exprimer une Equivalence, maisparun crochet trapEzoidal, 
ou bien encore par un frail recourbe en arc de cercle, en reservant 
toulefois ce dernier signe, ainsi que je I’expliquerai dans le para- 
graphe II, jiour le cas special oii le polynome se rEduit a un 

binome de la forme De plus, pour eviter toute meprise, et 

attendu que le mot module a re^u dans la langue analytique un grand 
nombre d’acceptions diverses, je donnerai la preference au motr/tVf- 
seur, quand il s'agira de nommer le polynome par lequel on doit elfec- 
tivement diviser les deux membres d’une equivalence algebrique. Par 
suite, quand j’ecrirai le polynome entre parentheses a la suite d’une 
Equivalence, je le ferai prEceder, non j)lus des trois letlres initiales 
mod., mais des trois lettres initiales diw Cela pose, la formule 

(■0 ) |<liv(n(.r)| 

exprimera que les deux polynomes(p(.r)el/(a )sont equivalents entre 
eux, suivant le diviseur ou, en d’autres termes, que les deux 

polynomes, divisEs algEbri(|uement par ra(;p), fournissent le meme 
reste. Celle Equivalence pourradonc toujours Eire remplacEe par une 
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equation de la forme 

(/i) = 

u designant une fonction entiere de .t. 

II est ais6 de voir que des equivalences algebriques, quand elles 
sont toules relatives au memo diviseiir, peuveni ctre, aussi bien que 
des equivalences arithmetiqiies, combinees enfre elles par voie d addi- 
tion, de soustraction et de multiplication. Ainsi, par excmple, si, en 
prenanl nj(a?) pour diviseur algebrique, on designe par 

•••■ '/A-'')' Xit'')' 

diverses fonctions enfieres de .r, Ics formiiles 

(5) V -/..(■' >• '-'..(.£■1 - /;( / ) 

entraineront les snivanlcs : 

(fi) 9 (.£) h y.,f.r)-i .. .— yj.r) -h ■/_,(■/) -i 

(71 j. . ■ z' Ztt '■)•••• 

Eireclivenienl, les 1‘ormides ('>), presentees sous la forme d’c<jualions 
veritables, deviendronl 


I O t.l I ■/ (.£ I i II £££(•£ ). 

I 7 , (,£)=/,(./) i II, 7:T(.£ ), 

(Si 1 

I ifi.J.i ) — ■/_.(■>') H ££.. W(.r), 

II, II,, . . . etant des fonctions entieres de .r. Or des formules (H) 
combinees entre elles par voie d’addition ct de multiplication, on 
firera 

({)) 9 (.r) --I 9,(.r)-e. ..->;(.£•) -I f- L' 

et 
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U, V 6tant des fonctions onti«res de j- determinees par les formules 

1 1 = H ^ , 

V — . . . |rt(./* ) 

-I I . ./J ./• ) -I ////... .y, (./■) ^ i . . . | 1 7ry(.y ) |" ' * 

-h 

H- // y, (./•) y.(.r). . .-f- /(./•) . .H- //= y ( y.i (‘^■) 

Or la fonction enliore C5(.r)etant prise pour module, les equations (9), 

(10) peuvent etro |)resentees sous les formes (()) et (7). Ajoutons que 

si, dans la formule (7), on suppose les fonctions 9i(-^)5 

egales entre elles, on aura, en designant par m le nombre de ces fonc- 
tions, 

(11) I 

I)(‘ la formule (11) comparee a la formule ( 3 ), il resulte que, sans 
allerer une e(|uivalence algebrique, on pent elever ses deux membres 
a la puissance, quel que soit le nombre entier m. 

Lorsqu’on a fait passer dans le premier membre d’une equivalence 
algebrique tons les tenues que renfermait cette equalion, elle se 
reduit a la forme 

( 1 ^,) f(./ ) o 1 <ll\ 

f(,r ) elan! une fonction entiere de .r, Supposons maintenant que, la 
fonction rn(x) ctant du degre u, on nomine 

<',j— j- Tj 1/ — h- . . . f- ('/I 

le rcste de la division algebrique de f(.r) par L'equivalence (12) 

pourra etre presentee sous la forme 

Or, couime Tequation (liS) devra subsister, quel que soit on en 
tirera, en posant.r = o, 

r„— : <). 

On aura done encore 

(\ ./• -f- . . . -f- ~ -4 ('n--\ ~ o 5 


(It'iu'rcs de C. - S. 11, t. XIV. 
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puis, en divisant par .r, 

Cette derniere equatioo devant elle-meme subsist(M’, quel que soita; 
on en tirera 

et, en continuant de la sorte, on finira par reconnaitre que la for- 
inule (i3 ) entraine avec elle n equations distinctes, savoir, 

(l/|) '■•„== o, f|— o, . .. c„_,= o, r„_.| = o. 

Done, lorsque le diviseur ra(.r) est une Ibnction onficre dn degro n, 
line equivalence relative a ce diviseur entraine avec elle « equations, 
qn’on obtient en divisant le premier inernbre par aprcs avoir 

fait passer tous les tonnes dans ce premier membre, et en ^galant 
ensuite a zero les coeflicients des diverses puissances de .r comprises 
dans le reste de la division elTectuee. 

Pour montrer une application tres simple des principes que nous 
venons d’etablir, considerons en particulier le cas oii le diviseur iTT(.r ) 
se reduit an binome x" — i. Comme ce binomi' divisera la dillerence 

quel que soit d’ailleurs le nombre entierwi, on aura generalement 

(i‘)) — I — a (div./-" 


ou, CO qui rcvicnl au memo, 

(ifn I ; 

puis en multi pliant les deux membres de la formule ( i()) par .r', on en 
tirera, pour des valeurs entiores quelconques de / et de 

(17) j.f^ 

Si, dans cetle derniere formule, on atiribue successivement a / les 
valeurs 

I, -i, 3 n — I, 
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on en tirera 

* 1 

* * 


n—i , . — * 

lo diviseur ctant toujours Ic binomc iV ' — i . Soil n'laintonant 

('•)) ~ 0(1 H- rt,./- + H nu>" i o„ ^1 -4- . 

line fonction entiore quelconque de .i\ Coniine en verlu do la for- 
mnle ( 1 7 ), on aura generalement 

ft, a, (div./'' 1); 

I’equation (i<)) donnera 

f(.0— o„-f o,H- o-„ -4- . . . 

I (o, , , ! ... )./■ 

-+-(«» I- o„ ,_j 1 a.,, j.,4 


I (o„_, -I , H (Jiv,r"-i). 

Cede derniere forinule fait connailre iininediateinent la fonction 
cntiere de .r du degre n — i, qui represente le resle de la division 
algeliriqiie de It^’) par lebinoinex" — i. On peuf d’aillours efendre la 
formulc (20) ail cas on, le second mcinbre de Teqiialion (19) efant 
compose d un nonibre infini de (ermes, la fonction f(j:) serait, en 
vertu de cette equation inemc, la sornnie d une serie convergente 
ordonnee suivani les puissances entieres et ascendantes de la 
variable .r. 

Considerons encore le cas on le diviseur sc rediiirait au binonie 
x" -\- I . (..omnie ce binonie divisera la difference 

quel que soit d’aillcurs le nombre entier m, on aura generalement, 
pour des valeurs irnpaires de m, 

(21) 



,w„ (div.r"-i- 1), 
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ou, ce qui revient au ineme, 

(■>,■<) I, 

et, par suite, 

(■i3) . 1 '. 

t etant un nombre entier qiielconque. On trouvera, au contraire. pour 
des valeurs paires de m, 

(■ii) — I — I' (di\ ./•"-I- 1), 

OU, ce qui revient au meine, 
et, par suite, 

('(6) .r""‘ ■ ' — . 

(;ela pose, il est clairqu’en prenant pourdiviseur le binomej"+ i, on 
deduira de I’equation (i()),jointe aux equivalences ( 23 ) et t2(>), non 
plus la Tormule (^20 ), mais la suivante : 

(-'7 ) H'i)~ - a„ I - a.„ . . 

-I (tr; -- fO, , , ...) i 

I la, — a.„. , - 

^ 

+ (a„_| 1). 

Cette derniere equivalence fait immediateinent connaitre la fonction 
entiere de x du degre n — 1, qui represente le reste de la division 
algebrique de f(,r) par le binoine x" +- 1 . 

11. — Substitution dcs equit’ulences algcbriqucs uu.r equations i maginaires. 

Dans la th^orie des equivalences algebriques substiluee a la theorie 
des imaginaires. la lettre i cessera de repr^senter le signe symbo- 
lique \ — I , que nous repudierons completement, et que nous pouvons 
abandonner sans regret, puisqu’on ne saurail dire ce (|ue signifie ce 
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pretcndu sigiie, ni quel sens on doit Ini attribuer. An contraire, nous 
representerons par la lettre une qunntite reelle, mais indeterminee; 
el, en substituant le signe an signc =, nous traiisformerons ce 
qn’on appelait una equation inuiginairc une equivalence alg6l)riqne, 
relative a la variable i et an divisenr i- -i- i . D’aillenrs, ce diviseur res- 
tant le ineme dans toules les forinules, on pourra se dispenser de 
I’ecrire. II suCfira d’adincttre, coniine nous le lerons elTeclivement, 
que le signe ir::: indique toujonrs une equivalence algebrique relative 
an diviseur i- i . Cela pose, on passera sans peine des equations qui 
renferment une variable reelle aux equivalences qui devront reni- 
placer les equations iinaginaires. Et d’abord, comnie le binonie 

/--t I 

divisera generalement la dillerence 

— (— O'". 

quel que soil le uonibre entier ni, on en conclura 

(0 i-"‘- t- O'" " 

ou, ce qui revient an menie, 

(•.,) O'" - ( I ; 

puis, en multipliant par i les deux nombres de la (orniule (id), on 
trouvera enco*'e 

(3) O'"/. 

Par suite, si Ton reinplace successivemenl le noinbre entier «i par le 
noinbre pair -im, et par le noinbre impair i, on tirera des I’or- 

inules ( 2 ) et (d), 

^ ^ ^ ^i/// ♦ 1 ' — /ini » t /^ 

Eu egard a ces diverses forinules, si Ton nomine f(i) une fonction 
entiere de i deterininee par I’equation 

(•^) 


^ 0,1 ^ //,/'■ I 0,1- 1 (/ /' I 
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on aura oncore 

(6) f’(/) — : «„ - (■<; + «( — aj-t- . . . - H (a, - a,; +- tir, — 

Observoiis, au resle, qu’on pouvaitd«''iduire immediatement les equiva- 
lences (/|) et (()) des formules(:;>.3),(2(')),('i7)du premier paragraphe 
en remplacanl dans ces forniules le nombre n par le nornbre 2, et la 
lettre a? par la lettre i. Observons, de plus, que la fortnule ((i) peut 
etre elendue au cas oil, le second inembre de I’equation (b) 6tant 
compose d’un nombre infini de termes, la fonction ^ i ) serait, en vertu 
de celte equation meme, la somme d’une serie convergenie ordonnee 
suivant les puissances ascendantes et enti^res de la variable i. 

Si la 1 ‘onctioii l‘( /') es( le produil de deux facleurs lineaires 

a + /, Y H 0 /. 

il sera facile de la developper suivant les puissances ascendanles de /. 
On aura, en effet, 

( 7 ) ( a i jj / ) ( Y I 0 /) :- yr' \ ( y.n --i - V;' ^ ’ 

et, de meme que I’equation (.)) entraine I’equivalence ((i), de miune 
requalion ( 7) entrainera la forinule 

(N| lx i i 01) " oty -- "io t (xo -t y']i. 

Si, dans I’equi valence (7 ), on reduil lebinoine + 2 i'ala forme a — [ii, 
elle donnera 

(9) (x\pi)(x-pi)-x--+r^-. 

Ajoutons que, si dans la formule (8), on change le signe de la 
variable i, on (rouvera 

(id) (a — ,3/) (Y — o/) av — Jsd - (oto -I- (Jy) '• 

Enfin, si i’on combine entre dies, par voie de multiplication, les equi- 
valences (8) et (10), on en conclura, eu 6gard a la formule (9), 

(U) 


(a--(- ^•) ( Y*+ 3’) (ay — (xo py)-. 
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D'ailleurs, les deux rnembres de la formule (ii) etant independants 
de /, coincident avec. les restes qu’on obtient, en les divisant algebri- 
quement par + i . Done le signe employe pour indiquer Tegalite 
des restes, pourra etre remplace, dans la formule ( i i), par le signe — , 
el cette formule pourra etre reduite a Tequation 

(1 2) (a- I I 0 -) (ay -- Jir] }" -I (ao i 

qui, lorsqu’on atlribue d(‘s valours enlieres aiix (juantites a, [i, y, o, 
fournit, comme Ton sail, la proposition suivanic : 

Si Ton ntiill/plie run par 1/ autre Unix noinbres entiers donl rfiacuri soit 
la sonane dr drux carrrs^ Ic produit syvy/ rncore unr sornrnr dr drux 
carrrs. 

On vienl de voir (|ue, dans la formule (ii), on peul rem|)lacer le 
signe jzL. par le signe =. En general, comme dans toule equivalence 
relative au diviseur le signe indique Tegalite des restes 

qu’on obtient en divisant deux fonctions entieres de i par/^~| i, il est 
clair (|ue si les drux furnibrrs dr rrquU'alence se rrduisrnt ii drs four- 
lions Unrairrs de i. on pourra rrmplacrr encore le sipne jui par le 
sip'/ie =, rt rrduirr ains! I* rquimlrncr proposer a unr equation veritable, 
Considerons rnaintenant Tune quelconque des equivalences alge- 
briques (jui s(‘ rapportent au diviseur i' i . Si, apres avoir fait passer 
tons les tenues dans le prtunier rnembre, et reduil ainsi Tequivalence 
proposee a la forme 

(13) U i) <», 

on nomme 4 - c, i le rcste de la division algebrique de f(^) par /M- 
I’equivalence ( 1 3 ), transformce en une equation veritable, pourra 
s’ecrire comme il suit : 

(i^) e, /— o. 

D’ailleurs, T^quation (i4) devant subsister, quel que soit /, on en 
tirera d’abord, en attribuant k i une valeur nulle. 


(i5) 


e,,-- » . 
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De plus, dc la formule (i4% jointe a la formule (iM, on lire, quel 
que suit i, 

r, i i_ (), 

et, par consequent, 

(! 6 ) = 

L’^quivalence (I’l), substitiuM* ii uiie equation iinaginaire (|nelc,onqnp, 
entrainera done toiijours avec elle deux equations reelles (ifi) et (lO), 
que Ton obtiendra en egalant a zero la parlie eonstanie ot le coefli- 
cient de i, dans Ic reste de la division f(^/) par Les deux 

equations reelles dont il s’agit soul preciseinent eelles que Ton consi- 
derait comme pouvant etre symbol iquement representecs par 
r^quation iinaginaire a laquelle nous avons subslilue I’equiva- 
lence (i3). 


III. — t'snge des cquivfdcnres ttlgehriques d(ins l(f tngotiometne 
et d^tns VutKthse des sections angulaires. 


Si, dans la formule (S) du paragraplie precedent, on remplace les 
binomes 

ot -+ S/. Y + 

par des binomes de la forme 

c’tts./' -f- / sin./’, cos )' -4- / sin ) , 

elle donnera 


(cos.i'H- /sin./) (cost + /bill)) cos.^cos) + sin.?' sin i 

H- /(sin./ CDS ) ) sill )' cos./), 

ou, ce qui revient au meme, 

(i) (cos.7' -H / sin j) (cos )• ) / sin )•) cos(./- ~l ^) i - / sin (./• I- )• ). 


On peut done enoncer la proposition suivante : 

Tn£ORfeME I. — Pour obtenir une expression equivalente, suivant le 
divisenr + i , au produit d'lin binome de la forme 


COS,/ f ! sin./ 
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par le binome semblahle dans lequel celiii-ci sc trans forrne quand on 
remplace x pary^ il suffit de remplacer^ dans le premier binome^ Paiv x 
par la sornme x y. 

Corollaire. - Si, apres avoir obtenu la formnie (lo), on miiltiplie los 
deux mernbres de cette formule par un troisieine binome de la forme 

co^z I /sin 3, 

alors, en ayant e; 2 ;ard au (lieoremo enonce, on frouvera 

I / sin./) (ros )' H / sin ) ) ( cos 3 1 /siii3) 
h i -1 3) + /siii(./- I f 3). 

Ilya plus; en operant plusieurs fois de semblables multiplications, 
oil diMluira evidemmeut du premier Iheoreme la proposition suivante : 

Thkorkmf. II. — Poar obtenir une expression ecpiivalente^ suiKont le 
diviseur i , au produit du binome 

cos./ -h / sin./’ 

par les binomes semblables dans lesquels celui-ci se transforme quand on 
remplace x par y ou par Zy , . . ^ il sufjit de remplacer dans le binome 
propose Pare x par la somme 

./• -h )’ I 3 

(orollaire. — Si, dans l(‘ theoreme II, on suppose les arcs.r, j, j, ... 
lous egaux entre eux, alors, en designanl par n le nombre decesarcs, 
on verra leur somme se reduire au produit nXy et Ton obtiendra la 
proposition suivante : 

Thkori>.me III. — Si Pon dicise la puissance du binome 

cosa^+fsin:r par r’+ i, le reste de la division sera co^nx -f- /sin/ij:*. 

Tel est, dans la theorie des equivalences algebriques, Tenonce du 
theoreme de Moivre, Ajoutons qu’en vertu des conventions adoptees, ce 
theoreme sera exprime analytiquement par la formule 

( > ) (cos :r H- / sin .7- )" C(/s fi j' f / si n // ./ . 


iJ^.'nyrcs Ur ('. — S. II, t Xl\. 
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Voyons maintenant quelle est I’^quivaleiice algebrique qui doit 6tre 
substituee Ji la relation d6couverte par Euler, on Ire los sinus et cosinus 
et les exponentiolles imaginaires. 

On prouve aisenieut que rexponenlielle c' pout toujours oire deve- 
loppee on une serie coiivergente ordonnee suivant les puissances 
ascendanles tie a-, a I’aide do la forniulo 


./• .r ./* 

e ' 4 -- -- 1 P 

1 1 . '2 \ .'A. O 


en vertu de laquelle c‘ pent etre consid^ree cornmc une fonclion 
ontiore de x, coinposoo d’un noinbre infini de ternies. 

O’ailleurs, si, dans la I'orinule (3), on remplace x par ix, on en 


tireia 


.V . r 

e — I / t r -t- t: ( 

I \ . ‘A I . >- . i 


Cela pose, la forinule (<1) du paragraphe precedent donnera 


\ . I I \ 


. /./ .r' 


1 1 . •> . 3 


Mais, d’autre part, on etablit aisement les equations 


J- 

^.r - I i — 

i . 1 I 

.r ./•' 

1 I . » , 3 


Done la formule (5 ) donnera simplemeni 

[n) COS./- -1- / sin./', 

et I’on pourra ^snoncer la proposition suivante : 

Thkok^me IV. — SiVcxponentielle diveloppee suwant les puissances 

ascendanles de et considMe, des lors^ comme une fonclion entiere 
de i, est divisie algibriquement par le binome + le reste de la 
dmsion sera pricisiment le binome 

eos.7‘ -4- / si n.r. 
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Tel est, dans la th6oiie des Equivalences algEbriques, I’EnoncE du 
thEorime d’Euler, qui, d’ailleurs, se Irouve iinplicitement rcnferme 
dans la formule (7). 

11 importe d’observer que la transformation des formules de Moivre 
et d’Euler en Equivalences algebriques n’empeche point de lirer de 
ces formules toutes celles qu’on en dEduit ordinairement. Ainsi, par 
exemple, vcut-on tirer de la formule {1) les valeurs de cosnx et de 
sinna- exprimees en fonctions entieres de sin^r et de cosj ? 11 suflira 
d’observer qu’en vertu des formules ( 5 ), ((>), du paragraplie II, 
I’equation 

, , , // ( // — I ) , . 

{a 1 1 I ^ f/" b / -i . . . 

entraiuera T^quivalence 




// ( // — I ) ^ ^ 

(t/ 1 ^ — -a" -h- A ... 


// ( // — 1 ) ( // — A ) 



et, qu’eu egard a cette derniere, dans laquelle on peut remplacer a 
et b par cosa’ et sina% la formule ( 2 ) domiera 


(c)) ct)S//,^•-h/sln//./• 

ni n -- \) 

^ Cos" Sill'./ -! 


. / , . //(//-!)(// — - ’>, ) 
i f // cos"^' sin.i " ; t‘OS"‘ sill ./ I ... 


Or, les deux membres de I’equivalence ( 9) etant des facteurs linEaires 
de i, coincideront avec les restes de leur division par 1. Done le 
signe^r;., employe pour indiquer I’egalite des deux restes, pourra 
Etre remplacE, dans la formule (9), par le signe =, et Ton aura 
encore 
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Ajoutons quo, I’oqualion ( lo) devant siibsister pour unc valeur quel- 
conque do i, of, par consequenf, pour i = o, les parties independantes 
de / (latis los doux membres dovront otre separoinont egales enlre 
elles. Done requation (lo) onlraitiera les deux equations distincles 


(") 


N{n — i ) 

n -= (‘< — cos" - ./• SI n - .7’ ^ . . . , 

1 ‘I 

ff(ff — i)(// '-<) . 

sin //./“// cos" './ sm./' " ; (‘os"~~’.7 sin ./■ I 


IV. — Sn/‘ les modules ei les (fri^uments ties binonies de la Jornie 


On s’assure aisemcnt que tout binome de la iormo 

y -\ / 


pent encore otre prosente sous cetfe autre foriTie 

/ (^cos/ -I- / sin /). 

7’etant une quantito positive. En otrol, pour quo les deux expressions 

y -4- (5 /, /•( (*os / I / sin / ) 


rcpresentent une seule et memo quantito, quelle que soit d’ailleurs la 
valeur altribuee a /; ou, (mi d’autres lormes, pour quo / restanl iiule- 
termino, on ait toujours 

(i) a I — /•( cos/ -I- / sin / ), 


il sufllt que oet t satisfassent aux deux equations 

(i) a — /cos/, j 3 ™/*sin/. 


Or on peut y satisf'aire en posant 

( 3 ) 


et prenant ensuite pour t Tun quolconque des arcs dont le sinus et le 
cosinus sont determines par les formules 


('0 


sin / 


» 


a 

cos / __ - . 

r 
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qui peuvent etre verifiech siimiltanement, puisqu’on en tire, eii egard 
a la formule ( i ), 

(5) cosV -I sinV — i. 

La valeur positive de r, I'ournie par I’equation (3), est ce qiic nous 
appellcrons le module du binome a L’arc i, determine par les 
formules (4), sera Vargnment du meme binurne. D’ailleurs le 
module r, correspondant a des valours donnees a, [i, olTrira evidem- 
menl une valeur unique determin^e par I’equation ( .>), tandis quo 
Targument t, determine par le systeme des equations ( 4). oll'rira une 
infinite de valours represent^es par les divers termes d’une progres- 
sion aritlimetique dont la raison sera la circonferenee 27 ; correspon- 
dante au rayon 1 . 

Si le module du binome a -t- ,3/ sc reduit a zero, I’equalion 

(6) /• — (>, 

que Ton pourra presenter sous la forme 

(3-= o, 

entrainera necessaireinenl les deux siiivantes : 

(7) 3t=:o. = 

et Ton arriverait encore aux memes conclusions, en parlant soit des 
equations (2 ), soitde la formule(i ). Ainsi, pour que, dans un binome 
de la forme aH-j3f, les deux parties s’evanouissent, ou, en d’autres 
termes, pour que ce binome s’evanouisse, quel que soit i, il suflil que 
le module r se reduise a zero. 

Si, au lieu d'un seui binome a + ,3/, on considere deux binomes de 
la meme forme, savoir : 

a 1 ,'3/ el yn 0 /, 

et si Ton nomme r, r les modules de ces deux binomes, en sorle qu’on 
ait 

1 J- 

/■ — (a- C p-)- . (y* ^ 0 '=)-, 
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la sotnrne des deux binomes, savoir : 

aura pour module la (juantife 

1 i 

i(a+y)-+(|3-H(?)=r-— j ^ (i'5)r-. 

tandis que leur difference. 

3t~ Y ^ o)r 

aura pour module la quantity 

I 

Mais, d’autrc part, on rempla(;ant S par — o dans la formiile (ii) du 
paragraphe II, on en tirera 

(a" i- fj" ) ( Y-4- 0=) — ( ay --I- I'So)^ -h (ao - [^Y)^ 

et Ton en conclura 

( ocy — i- i^o)- ^ ) ( Y‘ I 0 ), 

ou, CO qui revient au rnfmc, 

{ay 1 ^j 6)-<. 

Done, par suite, la valour nunioriquo do la somme 

^Y ^ (^0 

sera inforieuro au prodiiit rr', of les inodulos des deux binomes 

a i Y > '' ^ T ~ ^> ) f 

seront tons deux compris outre la limite inloriouro 

|r-— t/v '4 /•'- |- = ± (/• — /•') 

et la limite suptirieure 

I /--H- ^.rr' ^ /•'- /•'. 
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En consequence, on peut enoncer la proposition suivante : 

Thkor^ime 1. — La somme de deux hinomes de la forme 

a -h (3/ 

est^ ninsique leur difference^ un nouecau binorne de la m^rne forme ^ qui 
off re un module cornpris entre la somme et la difference deleurs modules. 

Si Ton ajonte snccessivement les uns aux antres plusieurs binomes 
de la forme a + j3^, alors on dednira immediatemont du theoreme 1 
la proposition suivante : 

Thkokkme 11. — La somme de plusieurs hinomes de la forme a-hpi 
offre un module inferieur a la somme de leurs modules. Si d*ailleursy 
parrni les binomes donnes,^ il en existe un dont le module r soil siipirieur 
a la somme s des modules de tons les autreSy la somme de tous les binomes 
offrira un module superieur a la difference r — .v. 

Pour abrejrpr, nous appellerons module el argument d’une function 
entiere de /, le module et rargument dn reste que Ton obtientquand 
on divise cette function parr'+i. Cela pose, loule function entiere 
de i olfrira toujours un module unique el une infinite d’arguments 
represenles par les divers lermes d’une progression arithmetique, 
dont la raison sera la circonference 2 r.. D’ailleurs, les tlieoremes I 
el II entraineronl evidemment les propositions suivantes : 

Theok^ime hi. — La somme de deux fonctions entieres de i offre ^ ainst 
que leur difference ^ un module cornpris entre la somme et la difference 
des modules de ces deux fonctions, 

TiifeORi'iME IV. — La somme de plusieurs fonctions entieres de i offre un 
module inferieur d la somme de leurs modules. Si d\iilleursy parmi les 
fonctions donneesy il en existe une dont Ic module r soil superieur d la 
somme s des modules de toutes les autreSy la somme de toutesles fonctions 
offrira un module supirieur d la diffirence r — s. 

Si Ton multiplie fun par fautre deux binomes de la forme 

a -4- [3/, 
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ou aura, comme on I’a vu dans le paragraphe II, non seulement 

(8) (a -i I'J/) (y + ot) ~ txy — H- (ao + ,jy)/. 

mais encore 

(9) I O') “(ay -- |'5o)M- (ato -I- 

Si, d'ailleurs, on nomme, r, r' les modules des deux biuomes 

a -H (j /, y - 4 - o /, 

et 1. le module du produit de ces binoines, la f’ormule (9) pourra 
s’ecrire comme il suit ; 

(10) /•-/•'= nr I-, 

et Ton en tirera 

(I I) /r'— V. 

Done le produit du module des deux hinomes de la forme a + fti est egal 
au module, de leur produit. 

Au reste, cette derniere proposition, et plusieurs autres qui s’en 
deduisent, peuvent encore etre facilement demontrees de la maniere 
suivante ; 

En vertu de la Ibrmule (7) du paragraphe precedent, on aura 

( I •;» ) COS / -h / sill / v" ; 

et, en consequence, I’equalion ( i ) entrainera toujours avec elle I’equi- 
valcnce 

(i3) a f re", 

dans laquelle ;• designe le module et t I’argumcnt du binome a-t-- ^i. 
Ce binome pouvant d’ailleurs etre le reste qu’on obtient quand on 
divise par i une function entifsre quelconque de i, la formule (i 3 ) 
entrainera evidemment la proposition suivante ; 

TiiEOUftME V. — Lorsqu'on prend pour dis'iseur algehrique le binome 
C-l-i, une fonction entiere quelconque de i est equicalente au pioduit 
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de son module r par V exponentielle neperienne dans laquellc t designe 

V argument de cetle fonction, ^ 

Comme, ctant donnees plusieurs expressions de la forme 
le produil de ccs expressions sera 
tandis que la puissance de la premiere sera 

le theoreme V entrainera encore evidemment les propositions sui- 
vantes : 

Tnh:oRi‘:ME VI. — Le produit de plusieurs fonciions entieres de V indeler- 
minie i a pour module le produit de leurs modules^ et pour argument la 
sornme de leurs arguments, 

Theoreme Vll. — La puissance d*une fonction entiere de i a pour 
module la puissance du module de cette fonction^ et pour argument 
le pwduit du nombre n par V argument de la mdme fonction, 

Comme le module d’une quantile a independante de la variable i se 
reduit a la valeur numerique a de cette meme quantile, le iheorenu' V 
cornprend evidemment la proposition suivante : 

Theoreme Vlll. — Le produit d'une fonction entiere de V indelerminee i 
par line quantite a independante de i a pour module le produit du module 
de la fonction par la valeur numerique a de la quantite a, 

Observons encore que de la formule (i3), on lire non seulement 
Tequivalence 

(i4) (a -f- piy - 

qui s’accorde avec le theoreme VII, mais encore, eu 6gard a la for- 

OEuvres de C. — S. II, t. XIV. i5 
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mule (iti), Tequivalence 

(i 5 ) (a + /•"(fos/)/ \ i»inn/), 

a laquelle on parviendrait aussi en elevant a la n""'"' puissance chaque 
membre de la forinule (i), et en ayant iganl a la formule (2) du para- 
graphe precedent. 

Supposons tnainlenant (jue Ton pose, pour abreger, 

(ifi) .r— 

SoieiU d’ailleurs, comme ci-dessus, r le module et t I’argument du 
binome a + fit ; 

r et /" 


seroiit les modules respcctifs des quanfites 

./■ el .r", 

qui verificront les forinules 

(.7) 

(,S) .r" — /•" e"". 

Soit encore f(a^) une fonction entiere de .r, du degre n, en sorte qu’on 
ait 

(kj) f (,/•) — -i- ’ -I' r/ 4- 

Enfin, d^signons par 

I » • • *1 I' 8n 


les valeurs numeriques des coefficients 

, a„. ,, a,). 


Les divers termes de la fonction /(jv) determinee par I’equation (i/|) 
auront pour modules rcspectifs les quantites positives 


(20) 


Bn r" 


a, r 


a„_j r\ 


qui sont respectivement egalesauxproduitsdufacteurr" par les divers 
termes de la suite 




ai 


— » 
r 


8/1—1 

7^1 


( 21 ) 


• • » 


H; 

r' 
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D’autre pari, la fonction 

f(./-) = f(a \ pi). 

etant clivisee par le binome i fournira un reste tie la forme 

1‘ I- o/, 

que Ton pourra reduire a la forme 

|{(cosT i /sin'r), 

en nommaiil l{ le module de la fonction, determine par la formule 

(•e.<) It - V P=+ 

et T I’argament de la rneme fonction determine par le systeme des 
deux formules 

(’>.3) cosT=|-» siaT— 

Observons maintenant que, pour de tres grandes valeurs de r, les 
termes de la suite (21 ) etant tous tres petits, a I’exceplion du premier, 
celui-ci surpassera, si rest suffisamment grand, la somme de tous les 
autrcs. Alors aussi Ic produit do a« par/-", ou Ic premier terme de la 
suite (20), surpassera 6videmment la somme des aulres termes de la 
rneme suite, puisque cette seconde somme sera 6quivalente au produit 
de la premiere par r". Cela pose, on conclura immediatement du tbeo- 
reme IV que le module U de la fonction 

f (.r) “ [{ (X I' p / ) 

est non seulement inferieur a la somme 

a,,/-" I- . . . 4- n„ . I /• + a„, 

mais encore superieur, pour des valeui's de r suffisamment grandes, a 
la diflerence 

a„ r" — { a, (- . . . -t- a„_, r ! a„ ) ; 


en sorte qu’on a, pour de tres grandes valeurs de r. 
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Or, le second membre dc la formule (2^1), etant le produit du facteur /•" 
par la diflerence 

_ ‘11 _ iL' _ »// I _ 

(|iii s'approclie indcfiniment, pour des valcurs croissanfes dc n, de la 
lirnitc on pent affirincr que, le module r venant a croitre, le 
module l{ deviendra infiniment grand, en mcme temps que /•". On 
pent done enoncer la proposition suivante : 

Tiicohkmk L\. — Supposons que^ pour nlnrger^ on drsip;nr par la scale 
Irttrc .r Ic binonie ol dans lequcl i (l(Ksip;nc unc Dariahlc indrter- 

mince. Soil di'ailleurs f(a‘) une fonction enliere de .r composee d un 
nornbre fini de termes. Si Von fait croitre indejiniment le module r de la 
variable le module R dc la fonction f(a') deviendra infiniment and ^ 
pour des valcurs inliniment grandes de r, 

V. — Sur Ift substitution des rocines des equisudetut^s o! ^chriques 
fiu.i rncines iniai^indires dvs eq uations. 

Soil, comine dans le paragraphe precedent, l\.? ) une fonction 
entiere du degre n^ en sorte qu’on ait 

i' (,/•)“ -1- ' -i- . . . - 1- ./• I a„> 

les coefticients a„ etant des qiiantites reelles. Les valours 

reclles de x qui satisferont a Tequation 

(l) f'(.r):TO, 

sont ce qii’on appelle les racines reelles di^ cette equation. D’ailleurs le 
nornbre de ces racines sera quelquelois egal, souvent inlerieur au 
degre n de requation, et mcme, si ce degre est uii nornbre pair, toutes 
les racines reelles pourront disparaitre a la fois. Mais si, en posant 

(■>,) — a -h 3/, 

on remplace dans la formiile (1) le signe = par le signe cette for« 
mule, reduite a recjuivalence 

(3) iX.r)-o, 
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aura toujours des racines, cVst-a-dire qu’eHo pourra toujoiirs Mre 
verifiee par des valenrs de x de la forme a+ Kn d’autres (ermes, 
on pourra toujours trouvcr des syslenies de valeurs r^elles des quan- 
tites a et [i, pour lesquels se verifie la condition 

(l) l‘(a 4- - (». 

II y a plus; le nombre des racines de Tequivalence ( ■^) sera loujours 
ej^al a n, el Ton pent enoncer les propositions suivantes : 

TiiKoai':MK I. — Qurlles que soient les valeurs reelles attribuees aux 
coe J firients 

0,n 

C equivalence ( 3) a toujours n racines, et n'en saurait avoir un plus 
^rand nombre. 

TiiroRCMF, II. — Si Fon designe par .r,, a7._>, . . . , x,^ les n racines de 
r equivalence (3), le polynorne f(.r) sera equivalent au produit des 
facteurs Hneaires 

I ‘ 1 

en sorte qu\m aura 

( T) ) f (./)'- (,/ — ./,)('/- 

T(ii:oiu:mf III. — Lorsqite^ dans une equivalence du degre n^ le coeffi- 
cient du premier terme est reduit d V unite les coefficients a,, flf.j, 
.... a„ du deuxieme, du troisieme, du quatriemc.^ . . . , du dernier 
terrne.^ (Hunt pris alternative me nt avec le signe — et avec le signe +, 
sont respectivernent egaux d la somrne des racines, ou aux sornrnes des 
produits quon obtient en multipliant ces racines deux d deux, trois d 
trois, etc,, ou enfin au produit de toutes les racines. 

On pourra aisement demontrer ces diverses propositions, et m6me 
les 6tendre au cas oil chacun des coefficients compris dans la fonction 
entiere f(:r) serait remplace par un binome de la forme a-h p/, si Ton 
part des principes etablis dans le paragraphe precedent, surtout dans 
le paragrapbe IV, et si Ton suit d’ailleurs la rnarche quej'ai adoptee, 
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dans le IV'' volume des Exercices de Mathanatiques, en demontrant les 
propositions correspondantes de la th^orie des equations. Pour que 
les deiiion.strations donn^es alors deviennent applicables aux propo- 
sitions nouvelles, il n’y a presque autre chose a faire quede remplacer 
le signe — par le signc et les mots equation, egal, etc., paries 
mots Equivalence, equivalent, etc. 

On voit maintenant quelle idee on doit se former de ce qu’on 
appelait les ravines imaginaires des equations. Dans la nouvelle 
theorie, elles deviennent des racines rcelles d’equivalences alge- 
briques. Ainsi, par exemple, cette proposition que [’equation binonie 

.!■' - 4 - 1 (P 

a pour racines les quatre expressions imaginaires comprises dans la for- 
ma le 

o- I rt ( 

p- , 

V 2 

i Hunt line racine carree de — i, devra s’enoncer dans les ternios 
siiivants : L^e(/uwalence 

! I 

a pour racines red les les (jnatir (/uantites comprises dans la formiile 

dz I ih / 

_ . 

V 2 

En d’aii(res Icnnes, si Von prend pour x Vane quelconque des quantites 
comprises dans la formule 

“f- 1 + / 

x* -t- I sera divisible algEbriquement par i- i . 

Lorsque, dans nne racine a? = a + [i/‘ de I’equivalence (3), le coef- 
ficient p se r6duit 4 zero, cette equivalence, reduite a la forme 

f(a) '-'-o, 

entraine ^videmment I’^quation 


f(«) = o, 
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par consequent I’equation 

On peut done enoncer la proposition suivante : 

Thboreme IV. — Parmi les racines de P ^quii alcnce (3), cellex qui sont 
inddpendantes de i sont en rru'me temps des racines rielles dc requa>- 
tion (i). 

11 est bon d’observer que Ic binomo ?-+i nc variera pas si Ton 
change i en — i. Cela pose, si les cocfticients a„, o,, . . a,, etant 

independants de /, on satisfait a I’equivalence (3) |>ar unc racine x de 
la forme 

a -e 

il est clair qu’on y satisfera encore par une racine x de la forme 

a — pi, 

puisque, pour deduire cette seconde racine de la premiere, il suffit dc 
changer fen — i. Done, si en adoptant le langage generalement 
admis, on appelle conjtipuees deux expressions de la forme 

a -1- ,6 / , a — (b /, 

on pourra enoncer la proposition suivante : 

TuKOUftME V. — Lorsqur dans la fonction f(.r) hs coefficients sont 
tons indfjendants de i\ celles des racines de V equivalence (3) qni ne 
deviennent pas independantes de i sont en nombre pair^ et ces m^mes 
racinesy prises deux d deiix^ sont conjuguees Vune d 1 autre. 

Du th6oreme V on peut inimediatement deduire la proposition 
connue, qui s’enonce dans les termes suivants : 

Theor^me VI. — Si dans la fonction entiere f(^) les coefficients sont 
tous indipendants de i^ cette fonction sera dicomposable en facteurs 
reels du premier et du second degre. 

Lorsque la fonction f(rr) cesse d’etre algebrique et devient trans- 



120 SHU LA THEORIE DES EQl TVALENLES A LG EUR TOLLS . 

cendante, les racines cle Tequivalence (3), c'est-k-dire les valeurs 
de Xy de la forme a + ,3/, qui v6rifient cette equivalence, representent 
encore ce (ju’on appelait les racines reelles ou imaginaires AcVe(\u^- 
lion (3), savoir : les racines reelles quand ces valeurs deviennent 
independantes de f, et les racines imaginaires dans le cas contraire. 
Alors aussi les th^oremes qui se rapportaient aux racines des equa- 
tions transcendantes, se transforinent en theoremes relatifs aux 
racines des equivalences transcendantes, et les demonstrations que 
Ton donne des premiers s'appliquent ordinairement aux autres, 
moyennant la substitution du signe ^ au signe =, et des mots equi~ 
\alejice^ equwalrnt^ etc., aux mots equation^ egal^ etc. 
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LES PROGRESSIONS DES DIVERS ORDRES 


Les progressions sont les premieres series qui aient fixe I’attenlion 
(les geometres. II ne pouvait en etre autrement. Diverses suites, dont 
la consideration se presentait naturellement a leur esprit, fell(*squela 
suite des nombres entiers, la suite des nombres pairs, la suite des 
nombres impairs, ollVaient cela de commun, que les divers termes 
de ehacune d’elles etaient ^uidilFerents entre eux; et Ton se trouvait 
ainsi conduit a remarquer les progressions par difference, autrement 
appeiees progressions arithmelUjues. De plus, en divisant algebrique- 
ment deux biriomes I’un par I’autre, ou meme en divisant un monome 
par un binome, on voyait naitre la progression par quotient^ autrement 
appelee progression giomHrique, qui ofTre le premier exemple d’une 
serie ordonnee suivant les puissances entieres d’une meme quantite. 

Kn realite, une progression arithmetique n’est autre qu’une s6rie 
simple dont le terrae general se reduit a une fonction lineaire du 
nornbre qui exprime le rangde ce terme. 

Pareil lement, une progression g6omitriquc n’est autre chose qu’une 
serie simple, dans laquelle le terme general se trouvc represents par 
une exponentielle dont I’exposant se reduit a une fonction lineaire du 
rang de ce meme terme. 

II en resulte qu’une progression geometrique est une serie simple 
dont le terme general a pour logarithme le terme gfeneral d’une pro- 
gression arithmetique. 

Ilya plus ; de meme qu’en Geometric on distingue des paraboles de 

(jfluvres de ('. — H, I. XIV. 
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(livers ordres, de meme il seinhU* coiiveiiable de dislinguer en Analyse 
des progressions de divers ordres. En adoptant ceUe idee, on devra 
naturellenaenl appeler progression aritUmetique de I’ordre m une Sf’rie 
simple dont le terme gen('iral sera unc fonction du rang de ce terine, 
entiere et du degre m. 

Pareillement, il parait naturel d’appeler yjrojgrmion geomitrique de 
lordre m une serie simple dans laquelle le terme general se trouve 
repr(^sente par une exponentielle dont I’exposant cst une Innction du 
rang de ce terme, entiere et du degre in. 

(^ela pose, le terme giiiuiral d’une progression geometrique de 
I’ordre m aura foujours pour logarithme le terme g^n^ral d’une pro- 
gression arilhmetique du memo ordre. 

Les definitions precedentes etant admises, les progressions arilhme- 
tique et g^iom^trique du premier ordre seront pn’icisi^ment celles que 
Ton avail deja examiiu'^es d’une maniere sp^ciale, celles-la mf’me dont 
les diverges propri^stes, exposees dans tous les Traites d’Alg^bre, sont 
parfaitement connues de tous ceux qui cultivent les sciences rnalhe- 
matiqucs. 

Ajoutons que les progressions arithm^tiques des divers ordres, 
quand on les suppose forrn^fes d’un nombre fini de terrncs, oPfrent des 
suites que les g(jometres out souvent consid('*rees, et que Ton apprend 
a Sommer dans le calcul aux diflerences finies. Telle est, en parli- 
culier, la suite des carres des nombres entiers: t(“lle est encore la 
suite des cubes, ou, plus g(‘n('!ralement, la suite des puissances 
entieres et semblables de ces memes nombres. 

Mais, enlre les diverges progressions, celles qui, en raison des pro- 
prielis dont dies jouissent, m^ritent surtout d’etre remarquees, sont 
les progressions geomdriques des ordres supt^rieurs au premier. 
Celles-ci paraissent tout a fait propresa devenir I’objet d’une nouvelle 
bratiche d’Analyse dont on peut apprecier I’importance en songeant 
que la theorie des progressions g^omdriques du second ordre fournit 
immediatement les belles propri(iles des fonctions elliptiques, si bien 
dc'veloppees par M. Jacobi. 
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A^AI,TSB. 

1. - Considerations f^enerales. 

Line progression arithmetique n’est autre chose qu’une serie simple, 
dans laquellele lenne general u,„ correspondant a I’indice n, se reduit 
a une foiiction lineaire de cet iiidice, en sorte qu’on ait, pour toute 
valour eiitiere, positive, iiulle ou negative de n, 

(i) it„—a-\-hn. 

a et b designant deux constanles delerminees. 

Pareilleinent, une pi-ogression geonuHri qiie n’est autre chose qu’uiu* 
serie simple, dans laquelle le terme general u„, correspondant a 
rindicen, se trouve represente par une exponentielle dont I’exposanl 
se reduit a une fonction lineaire de cet indice, en sorte qu’on ait, pour 
toute valeur entiere, positive, nulle ou negative de n, 

('«) //„= A""'"', 

A, a, b designant trois constantes determin6es. II est d’ailleurs impor- 
tant d’observer quo, sans diniinuer la generalite de la valeur de //„ 
fournie |)ar requalion ( i ), on pent toujours y supposer la constante A 
reduite a une quantite positive, par exemple, ii la base 

f'=n . . 

des logarithmes nitperiens. 

En etendant el generalisant ces definitions, on devra generalement 
appelcr progression arithrn^tiqur de I’ordre rn une serie simple dont 
le terme general ti„ sera une fonction de I’indice n, entiere et du 
degre m. 

Pareilleinent, il parait naturel d’appeler progression geomitriqiie de 
I'ordre ni une serie simple dans laquelle le terme general u„ se trouve 
represente par une exponentielle dont I’exposant se reduit k une fonc- 
tion de I’indice n entiere et du degr6 m. 

Ces definitions etant admises, le terme general M„d’une progression 
arithmetique de I’ordre m, exprime en fonction de I’indice n, sera de 
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la forme 

( 3 ) 11,1 -- n„ -\- «, // I a. tt' + . . .^ n„i n'" , 

a„, a,, rtj a,„ etant des coefficients constants, c’est-a-dire inde- 

pendants do n. 

Au conlraire, le tenne general d’nne progression goometrique de 
I’ordre m sera de la forme 

e(, par consequent, il aura pour logarilhme le terme general d’une 
j)rogression arithmetique de I’ordre tn. 

Si, pour abreger, on pose 

r,„^ 

I’equation ( '\ ) donnera 

Done le terme general d’une progression geometri(]ue de I’ordre tn 
pent (Mre considere cotnme equivalent au produit de /// 4- i bases 
diverses 

.-' i. ■•'j ‘ 

respeclivement elevees a des puissances dont les exposants 

I, //. tr n'" 

forrnent une progression geometrique du premier ordre, dont la raison 
est precis^ment le nombre n. 

Si au coefficient a-’,, on substitue la ledre k, et aux bases .r,, a-..,, 
a-;,, . . a;„,_i, x,„ les lettres a-, j, , c, tr, alors on obtiendra, 

pour le terme general //„ d’une progression geometrique de I’ordre tn, 
une expression de la forme 

(fi) ii„— . .V""' 'o'"”', 

et le terme particulier correspondant a I’indice n — o sera 

(7) II, — /.. 
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Done, si Ton nomme k le terine special qui, dans une progression 
g^oinetrique, correspond i I’indice zero, Ic ternie general corres- 
pondant a I’indice n, sera, dans une progression g(^oinetrique du pre- 
mier ordre, de la forme 

/. : 

dans une progression geom^trique du denxieme ordre, d(i la forme 

/..I" 


dans une progression geometri<|ue du troisiemc ordre, de la forme 

l,.r" , 

etc. 

1‘ui terminant ce paragraphe, nous observerons que toute progres- 
sion arithmetique ou geometrique pent etre prolongee indefiniment 
ou dans un seul sens, ou en deux sens opposes. Si //„ represente le 
terme general d’une telle progression, celle-ci, indelinimenl pro- 
longee dans un seul sens, a partir du (erme //„, sera rediiile a la serie 


ou k la serie 


//„, //,, //,, 


La meme progression, indefiniment prolongee dans les deux sens, 
sera 

//|, f/ 


11 . - Siti' /cs modules el sur les condilious de coneerjL^eure 
des in'o^ressions ^eornetriques des divers ordres. 

(ionsiderons d’abord une progression geomidrique de I’ordre ///, 
dans laquelle Ic terme general correspondant a I’indice n, soit de 
la forme 

lln= V'"'. 

A disignant une quantite reelle et positive, et n une quantile enticre 
positive, nulle ou negative. Si I’on suppose cette progression pro- 
longee indefiniment dans un seul sens, a partir du terme t, elle 
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se trouvera r^duite ou a la s^rie 

(!) I. \. \='". .... 

OU a la serie 

{ 2 ) I, A'--'"', yX'"’''"', .... 

Dans Ic premier cas, le module de la progression sera la limile vers 
laquelle convergera, pour des valours eroissantes du nombre n, la 
quanlite 

I 

i 

Dans le second cas, an contraire, le module de la progression sera la 
limite vers laquelle convergera, pour des valours croissanles du 
nombre n, la quantile 

Enfin, si Ton suppose la progression prolongee indefinimenl dans les 
deux sens, on obliendra la serie 

(3) A-""'. A'-”"', I, A', A^"', A'"' 

don( les deux modules se confondronl, I’nii avec le module de la 
serie (1), Tautre avec le niodule de la serie ( 2). D'ailleurs, ces deux 
modules, c’es(-a-dire les limifes des deux expressions 

\ft"* ’ I — 1 1 ”' ' 

se reduiront evidemment, 1" si Ton suppose m~\, aux deux 
quantiles 

A el A~' ; 

2" si Ton suppose m impair, mais diflerent de I’unite, aux deux quan- 
tiles 

A', A-'; 

3 " si Ton suppose m pair, a la seule quantile 

A‘. 

Ajoutons que Ton aura encore, 1“ cn supposanl A 1 , 

A-" = oo; 


A* = o. 
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2 " cn supposant A i , 

\' — oo, \ 

II csl maintenant facilo de reconnailrc dans quels cas les series (i), 
( 2 ), (^3)seront convergentes. Eii elFet, une s6rie quelconque, indefi- 
niment prolongee dans un seui sens, es( convorgenfe ou divergente 
snivaut que son module ost inrcrieur ou sup^rieur ^ I’unite. De plus, 
quand la scric se prolonge indefininuMit en deux sens opposes, il faut 
substiluer au module dnnt il s’agit le plus grand des deux modules, et 
Ton pent affirincir que la serie esl alors convergeiite ou divergente. 
suivani que le plus grand de ses deux modules est inferieur ou supe- 
rietir a Tuiiite. 

Cela pose, on dednira evidemment des remarqucs failes ci-dessus 
les propositions suivantes : 

Theokkme I. — Soicnl A une (juunlili post In e, cl in un nonihre impair 
quclconquc. La progression geometrique 

I. \, 

(lonl le module est A ou A*, sera coneergente ou dieergenle, suieanl que 
la base A sera infiricure ou superieure d I'unile, Au contraire, la pro- 
g ress 1 0 n geometriqu e 

I, A-', A-'"', 

dont le module est A ' ou A ”, sera coneergentc ou divergente, suivant 
que la base A sera superieure ou inferieure a I'unite. Quant d la progres- 
sion 

.... A--'", A-"^"', A-', I. A. \='", 

qiii comprend tons les tenues renfcrmes dans les deux premieres, et se 
con fond avec la serie (3), eUe ne sera jamais convergente, attendu que 
ses deux modules, etant inverses I'un de I'autre, ne pourront devenir 
simultanement inferieurs d I'unite. 


Si m d^signe un nombre pair, on aura non plus 


mais 


—n III ^ ^ — /j "• 

A - \n- 
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Done alors la serie ( 2 ) ne sera plus dislincte de la serie (i), et la 
serie (3 ), reduite k la forme 

A''"', A’’", A, I, A*"', A"" 

oll'rira deux modules egaux entre eux. Cela pose, on pourra evidem- 
ment enoncer la proposition suivante : 

TiiKORiiME 11. — Soic/u A line quantite positUr et m im nombre 
pair qitelconqiie. La progression geometrique ^ qui offrira pour terrne 
genera! A"”‘, etant prolongee indejiniment, on dans an sen! sens, ou en 
deux sens opposes, sera toujours coneergente si I' on a 

A < I , 

et toujours dieergente si Ion a 

A > I. 

Considerons tiiainlonant une progression geoinetrique, el de 
I’ordre m, qui ait pour terrne general la valeur de u„ determinee par 
I’equation 

le nombre des variables 


, >, 1 ', (!■ 

etant precisement egal a ni. Soient, d’ailleurs, 

\, ), / V, \V 

les modules de ces memes variables, et k le module du coeflicient k. 
Si Ton nomme u„ le module de u,„ on trouvera 

(T)) 11,,=: 

ou, ce qui revienl au ineme, 

(fi) u,= N''"', 

la valeur de N etant 

1 I I _ji t 

( 7 ) N = k"'" K"”" * y"'" -’ 7."“ ’ . . . v" w . 



1)KS IHVKHS OKDRKS. 


129 


D’autre part, la progression g^ometrique que Ton considcre etant 
prolongee indefiniment, ou dans un seui sens, ou en deux sens opposes, 
offrira un ou deux modules represent^s chacun par Tune dcs limites 
vers lesquelles convergeront, pour des valeurs croissantes de n, les 
deux expressions 

1 1 

(u„)", (u_„y'. 

Mais, pour des valeurs croissantes de n, la valeur de N d^terminee [tar 

la formule (7), et celle qu’on deduirait de la meme formule en y rem- 

placant n par — n, convergent gen^ralement vers la limile w. Done, 

eu 6gard a la formule (6), les limites des expressions 

1 2 

(U— 

serontgeniralement les nifemes que celles des expressions 

En partant de celte remarque, et raisonnant comme dans le cas ou le 
terme general de la progression geometrique se reduisait a 

on elablira immediatement les deux propositions suivantes : 

Theorkme III. — S()it m un nomhre impair quclconquc. La progression 
p;eomHrique et de Vordre qui a pour Uarnt^ general la valeur de u„ 
determinee par V equation 

>'".3"*. . .t’""' ’tr""'. 

Hunt prolongee indejiniment dans les deux sens^ ojfrira gmeralement 
deux rrmdules^ ineerses Vun de Vautre^ et sera par consequent dUergenle^ 
d moins que le module w de la variable er nc se reduise d VuniUK La 
mdme progression^ prolongee indi^Jiniment dans un seal sens d partir du 
terme 

et reduite ainsi d Vune des series 

( 8 ) ka\y^ z\ , 

( 9 ) /, kar-^yz-\..yvi'~\ 

OEuvres de €• — S. II, 1. XIV. 
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sern convergente , si le module du dernier des fncteurs qui renferme le 

second ternut reste in/erieurd V unite. 

Kn consequence, w 6tant toujours le module de la variable tr, la 
serie (8) sera convergente si Ton a 


el la serie (9) si Ton a 
ou, ce qui revient au meme, 


<C 1 , 

\% ' < I, 

\\ >' 1 . 


Au coulraire, la serie (8) sera divergcnte si Ton a 

w > I, 

et la serie ( 9) si Ton a 

< I . 


Tiieoukmr IV. — Soil m un nombrr ixiir (jinlcofKiue, Iji protj^ression 
Si'romHriqiie rt de rordtr w, qui a poui* terme p^en/rul 

f/,,— . .r""' 

etant prolonpcc irid(\liinmeut duns hs d( u.r siui.s^ deux modules 

ef^'uux et sera corwerp;cnte ou diei’r^entej suivunt que le module w de lu 
variable u’ sera in fmeur ou supMeur d P urate, 

Les (heoremes III et IV supposent que le luodule w de la variable u’ 
dillerc de runite. Si re. meme module se reduisait prerisement a 
runile, alors, pour savoir si la serie dont u„ represente le terme 
general est convergente ou divergente, il landrail recourir a la consi- 
deration des modules 

V, .... z, y, \ 

dos autres variables, ou plutot a la consideration du premier d’enfre 
CCS modules qui ne se reduirait ])as a I’unite. Kn suivant cette marche, 
on etablirait generalemoni la proposition suivante ; 

XiiEORfcME V. — Soil rn un nombre enlier quelconque , et nomrnons 
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les modules variables 

■e, 3 , V, (!'. 

Enjin, snpposons que la pmpression geomrtriqne, et de tordre m, qui o 
pour terme general 

u„=z /..r" t 

suit prolongee indejinimenl dans les deux sens, ('ette prngres.sinn sera 
convergente, siparmi les modules 

w, V, , . . , /, v . \ , 

le premier de ceux qui ne se reduisent pas d I' unite reste inferieur d 
I unite el correspond d tine variable donl Cexqtosant dans la formule ( 5 ) 
suit line pui.s.sance paire de n. La mime progres.vion sera divergente si 
rune de ces deux conditions n'est pas remplie. 

Le (heoreme V entrainc itiiniedialenient la proposition suivanic : 

TiiEORfcME VI. — Soil m un nombre impair et supeneur d F unite. La 
progre.s.sion geometrique et d'ordre impair, qui aura pour terme general 

elant ludejinirnent prolongee duns les deux .sens, .sera concergente si la 
demiere des variables 

.T. 1, 5, I’, (f 

njfre un nuidule w = i, et F nvant-dernidre r un module v inferieur d 
I" unite. 

II suit des theoremjs IV et V que, parmi les progressions geomc- 
triques, celle du premier ordre est la seule qui, prolongee indefini- 
ment dans les deux sens, ne puisse jamais etre convergente. 

Ill- — Proprieles remurquatdes des progressions geomdriques 
des divers ordres. 

Designons par/n un nombre entier quelconque, et considerons une 
progression geometrique de I’ordre m, dont le terme general «„ soit 
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determine par la formule 


(>) 

On aura 
e( par suite 


I"":"’. . .i'""' 


//, =r /. ./ ;i i . . . ( tv. 


//„ , //„ , ' I I r. It 

(■?,) — tv" , ^ 

f/n ^ //, 


./ 1 r. . . . rtr 


puis on lirera de la derniere equation 




I" J " X"'.. . I 'll 


les nouvelles variables A', )', Z, . . I', II etant liees aux variables 

■r,y, z, . . . par les formulcs 

A t ' r. ’ . . . f'" ■ * 

I /// I ) ( III 1 1 III I f/i I ' 

i t’ tr 

i III 1 1 {in - -M in ’.I uii \) <1)1 - ' I 

‘ tr - * , 

Ml"', 

dans lesquelles les variables x, z, . . . , s (rouv(‘nt elcvees a 
dcs puissances dont les exposanls se confondent suceessivonient avec 
les nombres llguros des divers ordres. (^ela pose, on conclura des equa- 
tions (2 ) et (^>3), qu’il sufllt de remplaeer les variables .r, y, , t , o , 

j)ar les variables X, ) , /, . . . , \\ tr pour transformer le rapport 

ffn 

"0 



en une fonction nouvelle cquivalenie au rapport 


tin , ^ 


II, 


Considerons specialeincnt le cas oti la progression geometrique est 
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convergente. Alors, de I’obsorvation que nous venons de laire on 
deduira facilement les deux iheoreines dont je joins ici les enonces. 

IntORfeME 1 . — Suppoxofis (juc In sMe^ on plutdt la progression georni- 
trique 

(:») .... 11-... O-,. II„. //,, n.. n 

dont le ter/ne gSneral u„ est determine par la formule ( i), reste conver- 
gente, tandis qu’on la prolonge indejiniment dans les deux sens, etsoit 

( 6 ) s ^ = O') 

la .\omme de cette mdtne progression , en .sorte qu’on ail 

( ^ 1', , r, <r) TT . - . -f- . -1- ^ -f- ft - X I i -+~ • 

Soient encore X, ), Z, H’ de nonvelles variables liees aux 

variables x ,1 y , z, • • • 1 tr par les fortnules ( 4 }- l‘^ fonclion 

J, i (t ) se tronvera reprodnite par la substitution des 

variables nonvelles X, , I', W mix variables ,r, y, z, u' 

et par I'adjonction da Jacteiir 

"1 

~ .ryz . . . (Mr 

'/o 

an ir.snlial de cette .uib.Uitntion : et par comcqiient la fonclion 
f\x,y, z, O') verifiera I’equation Uniaire 

(8) r, r. O’) \ . Z. . . ., V, H ). 

Tiikoiu>me II. — Les mZnu's choses etant posees que dans le theoreme /, 
hi factorieUe P( ' ) delerininie par V Equation 



sera encore nne fonction de x, y, z, . . . , 0, u-’, qni sc tronvera reprodnite 
par la substitution des variables X, Y, Z, T, \V anx variables x, y, 

(’ ) Je siippo'io ici quo, pour al)r6);or, on dfisijfiio sous lii iioiii do faclorirllex des pro- 
Hnits composes d’uii iiombro fini on iniini do facUmrs. 
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z, . . . ) i , iv, rt par V adjonction du facteur 

fh 

— z=z a yz, . .if^v 

an resultat dr cette subsiiuition. Done, si, pour plus de commodity, on 
d6signe par 

( P ^ - ir ) 

lavaleur dePquei‘ournitl’equation(^3), lafonctioii F(a*, > ,5, . . . , v ,0 ) 
aura la propriele de verifier fequation lineaire 

(in z r, iv) — 1, J , / T, II ). 

IV. — I\oii\*elles forrnules relulives nuj progressions /i^Toniefnques 
(les (Infers ordres^ et at/.i fonclions qui se reproduisent par substd alion . 

Aux lormules g^n^rales ^tablies dans le paragraphe precedent, on 
pent en joindre quelques autres, qui lueritenl encore d’etre remarquees, 
celles-ci se deduisent immodiaternent de pliisieurs nouveaux theorernes 
relatifs auxfonctions qui se reproduisent par suhstilulion. Ces nouveaux 
theorernes peuvent s’enoncer comme il suit : 

Theor^:me 1. — Coaerrons eju^ Vindicr n rrpriKsrnte^ an signe prh, un 
nombrr rntirr, Soil^ dr phis j 

0,1 

line fonction dc Vindicc n ct desvariahlcsx^y. r, . . . . /•;«///<, sttpposons 
(fuc Irx div/Tx vafeiirx de ti,„ xaeon-j 

(') •••. It j. II-,. ii„. II,. II,. (/, 

forment iine.sSrte enneergente prolnngee indefininient danx/ex deux sens. 
Si, en sukslitiiant aux variables x, y, z, ... d’autres variables A, ]', 
Z, . . . , qui .soient des fonclions counties et determinees des premieres, 
on tran.sforme gen^mlement u„ en , , alors la somme 

('■*) M_, + H.H- «, -I- . 

de hi serie (^i) .sera une fonction de x, y, z, . . . qui .se trouceru repro- 
duite par la substitution dont il s'agit. 
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DStnonxtration. — En effet, ddsignons, pour plus de commodity, par 
** . . .) la somme s de la serie (i). On aura non seulement 

f(.T, J, s, 

la somme qu’indiquele signeS s’etendani a toutes les valeurs entieres 
positives, nulleset negatives de n, mais encore, en vertu de I’liypothiise 
admise, 

f(-i, > , Z, 

et comme 6videmment, I//,,,, nc dilTere pas de lu,„ on trouvera defi- 
nitivement 

(3) }\ Z, ...). 

TnfioRtME il. — Les m^rnes chnses riant posers qiie dans Ir theorrme 
precedent, la factoriellr P dt^Arrminir par I' Equation 

(4) I' — . . .(l f »_ ,) (l + «., ) (H- (/„)(i 4- (/,) (i -I- //»)... 

sera encore am fonction de x, y, z, ... qai sr tromrra reprodaite par 
hi substitution drs variables X, Y, Z, . . . mix variables :r, j, s, .... 

Demonstration. — En ed'et, representons, pour plus de commodile, 
par F(a;, /, z, . . . ) la factorielle P. L’equation (4) donnera 

F(./'. ,t', ...)=...(iH- ii-,){\ )- (/_, j (n- (/„) (i ■+ «,) (1 + ; 

puis on en conclura, en remplagant x, y, z, . . . par A", J’, /, .... 

I'\A\ y, Z, i- //_, ) (i +- tt„) (i -t- f/, ) u /'.) (i +- . . ; 

et, par suite, 

(5) s, ...) = F( V. ) , Z, ...). 

Supposons maintenant que les deux modules de la serie (i), 
proiongee indefininient dans les deux sens, soieiit, I’un inferieur, 
I’autre sup6rieur a I’unite; de sorte que, la s6rie (i) etant divergente, 
les deux series 

It,,, a,, i/j, «, 

1 I I 

M_, * //_, ’ ’ ’ 
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soient Tune et I’autre convergentes. Alors, a la place du theoreme 11, 

on obtiendra evidemment la proposition suivante : 

Tn^iORftMR III. — Supposonx que las^ne{i), qiii a pour terrnr g^n^al u„. 
Hunt prolongee ind^jinimenl dans lex deux sens, les deux modules de 
cette x<‘rie qui correspondent, Vun A des valeurs positives, I autre a des 
valeurs negatives de Vindiee n, soient, le premier inferieur, le second 
supirieurA V unite. Si, en substituant aux variables x,y,z, ... d’autres 
variables X, Z, . . . qui soient des fonctions connucs des premieres, 
on trans forme geniralement u„, en u„^,, alors la factonelle P determinee 
par r equation 

( 0 ) P = . . . ^ I -f - — ^ ^ I H- — — ^ ( I • H Wii )(•-+- w I )( 1 +'/«)■■ • 

sera une fonction de x , y , z , ... qui se trouvera ri'produite par la substi- 
tution des variables X, Y, Z, . . . aux variables x, y, s, ... et par 
I'adjonction du facteur //„ au rdsultat de cette substitution m^iue. 

Demonstration. — En effet, represenlons, pour plus de coinmodite, 
par F(a;, y, z, . . . ) la factorielle P. l/equation (6) donnera 

r(,r. r, s, ^ ( I 4- «„) (n- ) (n 

puis on en tirera, en remplacant x. y, z, . . . par X, Y, Z, .... 

el par suite 

( 7 ) F(.r, V. 5, . . .) = u„ F( I . } , z. . . .). 

Considerons maintenant une progression geometrique, et de 
I’ordre m, dont le terme general correspondant k I'indice n, soil 
determine par une ^uation de la fornne 

( 8 ) ti„ = xy'‘z'‘' . 

On tirera de cette ^uation 

(9) 
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lea valeura des variables 

I , r. z I’, w 

^tant li^es k celles des variables 

•r, y, z, t’, d’ 

par ies formules 

/ A' = .ryz. . .ytt', 

1 r s’... d-"', 

I (m— !)(/«— S) /// ( /// — 1) 

(10) I ^ ==.ry^z\ . ,r M- - , 

I Frrriw'", 

' ff =iV. 

Cela pose, on deduira evideniment des th^oremes I, II et III Ies propo- 
sitions suivantes : 

THEORf:ME IV. — Supposons (juc la progression geomHrique et de 
Vordre qni a pour terme general 

reste coneergente ^ dans le cas ou elle est indifmiment prolongie dans Ies 
deux sens; et soft 

la somme de cette progression geomHrique, Alors^ en nommant A", ) , /, ... 
des variables noueelles liees aux variables x,y,Zj ... par la formule ( i o), 
on aura 

(1 1) f(.r, r, z, . . ., i’, »r) = f(.r, r, z, , . . , V, rf'). 

Th^ori^me V. — Les mimes choses etant posies que dans le thiorirne 
pricident^ si Von reprisente par 

V, 5 H’) 

la factorielle 

. . .(l - 4 - (l - 4 - ^/-i) (l - 4 - //o) ( 1 - 4 - //,) (l - 4 - //-). . . 

on aura encore 

(la) F(^, J, z, «v)r=:F(.r, K, Z, ..., V, W). 

OEuvres de C, — S. II, t. XIV. i8 
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THtoRi^ME VI. — Supposons que, la progression gionUtrique et de 
Vordre /w, qui a pour terme general 

etant prolongie ind^finiment dans les deuao sens^ les deux modules de 
cette progression^ qui correspondent^ Van a des ludeurs positiees^ I 'autre 
d des valeurs negathes de 7i, soient^ le premier in ferieiir^ le second sup^- 
rieur d I'unit^, Alors^ en nommant X, >', Z, . . . des variables noueelles 
liees aux variables x, z, . . . par les formiiles (lo), et en designant 
par F(wr, • j f actorielle 

(' ijh) 

on trail Kvra 

F(a’, y, z, . . iv) == n^F{A\ }\ Z, . . . , F, H ). 

Dans le cas particuHer oil les progressions que Ton considere soni 
dll second ordre, les divers theoremes que nous venons dVnoncer, 
joints aux propositions fondamentales du calcul des rcsidus, four- 
nissenl ie inoyen d’^tablir un grand noinlire de forinnles dignes de 
r^rnarque, (d relatives aux fonctions elliptiques. Si Ton suppose, au 
contraire, qu’il s’agisse de progressions geometriques d’lin ordre 
superieur au second, alors, a la place des I'ormules qui se rapportent a 
la theorie des fonctions elliptiques, on obtiendra des forniules plus 
g^nerales que je developperai dans d’autres M^inoires. 



mUmoire 


SVH 

LE CHANGEMENT DES VARIABLES 

DANS lES INTteKALES 


I. — Cofisiderfftions genera lea. 

Considerons d’abord line integrale simple on de la forme 



X 6tant une variable reelle et 12 une fonction reelle de x. qui demeure 
continue entre les limites x — x' , x — x". Supposons d’ailleurs qne 
dans cette integrale on veuille substituer a la variable x une nouvelle 
variable x liee ^ x par une certaine equation 

(■>) J'rro; 

et soient x', x'' les deux valeurs de x correspondantes aux valeurs x\ 
ad' de x. On aura, en regardant x comme fonction de x, 

d.T = .r (l \ ; 

puis on en conclura 

( 3 ) ^ ildx—J 

pourvu que, en vertu de I’equation ( 2 ), chacune des variables x, 
X reste fonction continue de I’autre, du moins entre les limites de 
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I’integration, c’est-a-dire pnurvii qu’eiitrc ees iiiiiitcs los deux quan- 
tiles X, X varient simullaneinent par degres iiisensibles, et (jue, pour 
dcs valeurs eroissarifes de Tune, I’autre soil loujonrs croissaute ou 
decroissante. On aura done, sous cetle condition. 


et alors, pour substituer, dans I’integrale proposer IK, la variable xa la 
variable x, il suflira, i" de reinplaecrr/j'par d\, en multipliant la Idnc- 
tion sous le signe j' par le I'acteur substituer aux liinites 

donnees de la variable x les limites correspondantes de la nouvelle 
variable x. 

Si la condition enoncee n’etait pas reiii|>lie, il deviendrait necessaire, 
avant d’ellectuer le cliangeinent de variable, de decomposer I’integrale 
donnee IK eu plusieurs parties, pour chae\ine descpielles cette condi- 
tion se verifierait. Alors I'integrale IK, relative a la variable x, se troii- 
verait remplacee, non plus par unc seule, mais par plusieurs inlegrales 
relatives a la nouvelle variable x. el serait equivalcnte a la >oinme de 
ces d(“rnieres inlegrales. 

11 importe d’observer (jue. dans le seccnid inembre de la forniule ( ?>) 
ou (4 )• ^ eonsideree comnie une I'onction de \ complelemeni deler- 
minee en vertu de I’equation ( 2 ). Si, |)Our cha(|ue valeur reelle de x, 
r<d|nalion ( 2 ) rournissaif plusieurs valeurs reelles de x, on devrait se 
burner ii considerer une seule de ces dernieres. 

],a substitution de xh x ne pourrait plus avoir lieu si a une valeur 
de X comprise entre les liinites x', x" ne corres|)ondait pas loujonrs, 
en vertu de I’equalion ( 2 ), au moins une valeur reelle de x. 

Observons encore (|ue, si Ton suppose .r'<.r", le I’acteur Dxa' sera, 
dans la formule (3) ou (4), une quantile alTectee dn meme signe que 
la difference x' — x'. Done, si Ton d^signe par a la })lus petite el par b 
la plus grande des deux quantites x', x", si d’ailleurs on nomme 0 la 
valeur numerique de Dx^, en sorte qu’on ait 


( 5 ) 


0 = 




12 clant nno tonclion reelle el conliiiui! dos n variabif's reelles a-, 1 % 
z, . . .,n, t’, iv, el les liiuites de chaque integration pouvaiit dependre 
dcs variables auxquelles se rapportent les integrations suivantes. Alors, 
les lirnites x', x" etant des quantites constantes, les litnitcs y, y" 
pourront ctre fonctions de x, les lirnites z', z" I'onctions de x, y, ... 
les lirnites n', ir" fonctions de x, y, z, .... u, r. D’ailleurs, I’inte- 
gralc IS demeurant la nieme, au signe pres, quand on echange entrc 
elles les deux liinites assignees a une mcrne variable, par exemple x' 
et x", ou y' et y", . . . , ou ealin o ' et iv", on pourra se borner a consi- 
derer le cas oii x' serait inferieur a x'',y' a y", z' a . . ., o ' a o"; 
ct il est clair (jue, dans ce cas, pourra etre regardec comme une 
sonime d’elements infiniment petits correspondant aux divers systeines 
de valeurs de x, y, z, . . ., (jui verifieronl simultanement les condi- 
tions 



i’.' 


Si les variables a-, . . . se reduisent a une scule, ou a deux, ou a 

trois, ..., ct representent des coordonnecs rcctilignes, ou polaires, 
ou de Unite autre nature, alors les divers systemes des valeurs de x, y, 
z, . . ., pour lesquels les conditions (8) seront verifi6es, correspon- 
dront a des points situes sur une certaine ligne ou sur une certaine 
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surface, ou renfermes dans un certain volume, par consequent a des 
points compris dans un certain lieu g^ometnque : ef I’integrale cS sera 
complfetement d^terminee quand on connaitra ce lieu geonietrique 
avec la fonction 12. Si le nombre des variables x, i, tv 

devient superieur a 3, les divers systemes des valours dea, j, 

<.■, O’, pour lesquels so verifieront les conditions (8\ n’appartiendront 
plus a un lieu geometrique, mais a ce que nous appellerons un lieu 
nnnlytifjue, el I’integrale ^ sera encore une integrale multiple eom- 
plotement deterrninee, quand on connaitra ce lieu analylique avec la 
fonction 12. (lela pos6, on reconnaitra sans peine qu’a I'integrale ?>' on 
peui substituer une integrale ou une somme d’integrales de meme 
forme, mais dans lesquelles I’ordre des integrations ne serait plus le 
meme, pourvu que I on remplace les conditions (8) pard’autres con- 
ditions du meme genre, mais de nature telle, que les divers systemes 
de valeurs x, c, o’, correspondants aux divers elements 

des integrates nouvelles, se reduisent aux divers systemes de valeurs 
de a?, El , u, c, O', propres a veritier les conditions (8), e’est-a- 

dire, en d’aulres termes, pourvu que les lieux analytiques correspon- 
dants aux nouvelles integrales, elaiit reunis les uns aux autres, repro- 
duiscnl ensemble le lieu aualyti(jue correspondanl a rinlegrale Kn 
joignant a ce principe les regies ci-dessus rappelees et relatives au 
changementdc variable dans les integrales simples, on poiirra changer 
aussi les variables (|ue renferme une integrale multiple. On pourra, 
par exemple, ilans i’integrale is, substituer aux variables a-, j, ..., u, 
c, w des variables nouvelles x, y, z, . . . , u, v, w, liecs aux premieres 
par un sysleme d’oquations doniiees 

(9) ^ =<i, .... t'=0, V — ■ VV (i. 

Entrons a ce sujet dans quelques details. 

J’observe d’abord que les valeurs de x, y, u, < , o , tirees des 

equations (9), devront etre reduites a des fonctions reelles continues 
et determinees de x, y, . • • , u, v, w, du moins entre les limites 
indiqueespar les lieux analytiques correspondants aux integrales nou- 
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velles. Si, pour chaque system# de valeurs reelles de x, y, z, . . , , u, 
V, w, les equations ( 9 ) fournissaient plusieurs systemes de valeurs 
reelles de x,y, u, w, on devrait se borner a considerer un 

seui de ces derniers systemes. 

La substitution des variables x, y, z, . . . , u, v, w aux variables .r, 

y, , u, w ne pourrait plus avoir lieu si, a un systeme de valeurs 
de a-, .y, 5, . . . , u, e, w, comprises entre les lignes des integrations, 
ne correspondait pas toujours, en vertu des formules ( 9 ), au moins un 
systeme de valeurs reelles de x, y, z, . . . , u, v, w. 

D’ailleurs, la substitution des variables nouvciles x, y, z, . . u, 
V, w aux variables anciennes x, y, z, o', sera une operation 

complexe, decomposable en plusieurs aulres,dans chacune desquelles 
une seulc des variables nouvelles sera substitute a Tune des anciennes; 

et puisqu’on pent toujours, sans altercr la fonction sous le signe , 

intervertir I’ordre des integrations relatives a des variables donntes, 
on pourra supposer, dans chaque optration particuliere, que la variable 
ancienne a laquelle on substitue une variable nouvelle est precisement 
celle a laquelle se rapporte la premiere inttgration. Done chaque ope- 
ration particuliere sc reduira toujours ii un changement de variable 
dans une integrale simple, e’est-a-dire a une operation en vertu de 

laquelle la fonction sous le signe J se trouvera mullipliee par un 

certain facteur. Ajoutons ((ue ce facteur sera toujours positif si dans 
chaque integrale nouvelle, aussi bien que dans I’integrale 5>, I’intt- 
gration relative t chaque variable s’effectue entre deux limites, dont la 
seconde surpasse la premiere. 

Cela pose, concevons qu’en operant, comme on vienl de le dire, 
sur I’integrale S, on substitue successivernent la variable nouvelle w a 
la variable cp, puis la variable nouvelle v a la variable c, puis la variable 
nouvelle u a la variable u, . . ., puis enfin la variable nouvelle x a la 
variable x. Lorsque dans I’integrale S, relative aux variables x, y, 

z, ...,«, c, u’, on substitucra w a ‘y, on devra laisser invariables x, 
y, s, .... D’ailleurs, considerant x^ y, i, . . . , u, comme des 
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fonctions d^terminees de x, y, z, . . . 

, u, V, w, on a gen^.ralement 

dv ~ Dji y d\ 4- D, > dy -v . 

. .-i- dv 4- Dw -f’ 

. . 4- dv -4 \ K^ 

dv = D,t’ d\ -h • 

dv^' = D, u* d\ -h u' rfy H- . 

. .4- D^i dv \Kv dw, 

. . 4- L)^ «’ dv 4 - l->w 

Done, si Ton se borne k faire varier «• avec x, y, z u, v, w 

laissant x,y, s, . . . , «, e, »v invariables, on trouvera 

0 := d\ l)y.^• dy-\-. 

o = Djij d\ M I K V dy 4 . . 

, .4“ dv 4 J j' dw f 

. . 4 - 1 >, > dv 4 dw,, 

oz=z\)^ V d\ 4- V dy 4 . 
div — J r/\ 4 - 1 ir dy 4~ . . 

. . 4 l)^ r r/v 4 1 K V 
. . 4 1), ir d\ H dw , 


et Ton en conclura 


(lo) 




S(±: l>x /‘ I . 1 K r I )h (T ) . 
S{ih l>x./ L>^ > . . . I), ^ 


Done le facteur posilif par lequei on devra multiplier la fonclion sous 
le signe J, quand on substituera w a tr et dw ^ dw, ne sera autre 
chose que la valeur nuinerique du rapport 

S(±: D^.r I), r. . A), v I)« ir 

S(rt: 


D’autre part, lorsqu’apres avoir substitue w a »r, on voudra substituer 
encore v a e et dv a de, en considerant v comme la variable a laquelle 
se rapporterait la premiere integration, on devra se borner a faire 
varier e avec x, y, z, . . . , u, v, en laissant invariables x,y, s, . . . ,u 
et w. Done alors le rapport de dv a dv sera determine par les equations 

o = d\ -4- I), .r dy t . . . -f D, ./• d\, 
o = 1), V d\ D, ) dy + . . 1), j dv, 


o = D, H dx -4- 1), M dy -4- . . . D, ii dv, 

dv = l> 3 ,e dx -4- 1>, (> dy + . . . - 4 - 1), v dv, 
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desquelles on tirera 


(•>) 




S(±: 1), * . . l>, r) 

.■ — ■' ' - fix 

S(±: Dj.r J), 1 . . .1).,//) 


m 


Done le facteur positif par lequel on devra rnulliplier la fonclion sons 
le signe J', quanti on substituera v a c, nc sera autre chose que la 
valeur numerique du rapport 

S(± r. . l>, i ) 

S(±: I |),_i . . . I > II ) 

En continuant ainsi, et designant par 

«, 0 ', 0 0 "-" 


les valcurs nunieriquos des resultantes 

S(± I I >, (’ 1>„ ir), S(± 1 ),./• I), T...I >> ('), S(±I)v./’ 1), ) ), 


on conclura definitivement <{ue si, dans I’integrale S, on substitue 
successivement w a tr, puis vac, . . . , puis y a 7 , puis enfin x i a;, les 

facteurs positifs par lesquels la I’onction sous le signe j' devra etre 
successivemeni multipliee se reduiront aux rapports 


0 0 ' 
0 '’ 0 "’ 


0 ''- 


0:H-n_ 


Done le facteur 0 equivalent au produit de tons ces rapports sera le 
facteur positif par lequel la fonction sous le signe j se trouvera defi- 
nitivement multipliee, quand on aura substitue aux anciennes 
variables x,y, z, . . . , it, e, les variables nouvclles x, y, z, . . • , u, 
V, w; et Ton peut enoiicer la proposition suivante : 

Theorehe I. — Concevons que, dans I’inlegrale mtiUiph’ 




Q disigne une fonction reelle de n variables rielles x,y,z, e, w, 
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prises chacune entre deux limites dont la seconds surpasse la premii*re ; 
Ics deux limites de chaque variable pouvant d\iilleurs dt^pendre des 
variables auxquelles se rapportent les in%ep;rations non encore effectuees. 
Si aux variables x, Zj . . //, i’, iv on lyeut substituer n variables 
noiwelles x, y, z, . . . , u, v, w, dont les premieres soicnt des fonctions 
d^termineesy on def ray en remplai'ani dans Viniegrale proposes dXy dy^ 
dzy . . . , duy dvy d\v par dx, dy, dz, . . . , rfu, rfv, d\\, multiplier la fonc- 

tion sous le signs J par la valeur numerique 0 de la resultants 
(12) S(zt: J Djj Dy 5 . .D,,// D, ( D^ (r ), 

formes aeec Iss dii>ers termes du tableau 


/ Di^-, 

D,a', 


. . . , 

l)w.r, 

\ i>x.r, 

\Kr. 

r>,.v. 



j l>x=. 

1>>=, 


— 

I>W=, 

1 IL'C, 

1 Ks\\ 

t»,<i , 


l», ir. 


puis egaler Viniegrale proposes d uns integrals ou d une somnie (i'inte- 
grates de la forme 

(ivs (h- (hi . . , (!/. (I\ f/k, 

en cboisissant les limites di’s integrations de telle sorts (/ue chaque 
vanohlc cwisse quand ellc passe de la premiere limite d la seconde^ ct 
que les heux analytiques rnrrespondanls aux inleprales nouvelles repro- 
duisent le lieu analytique correspondani a Viniegrale donnee. On pent 
encore exprimer cetfe derniere condition en disant que les divers 
systtunes de vaJeurs de x,y, z, . . . ,u, e, ip correspondants aux divers 
elements des nouvelles integrales, doivent se reduire pr^cisemenl aux 
divers systemes pour lesquels se verifient les conditions (8). 

Le theoreme precedent comprend Ics regies etablies par les geo- 
metres, sp^cialement par Lagrange et par M. Jacobi pour le change- 
ment des variables dans les integrates multiples. 

Lorsque les variables anciennes x^ y, z, v, s’expriment 
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en fonction des variables nouvelles x, y, z, . . . , u, v, w, de telle sorte 
que de celles-ci la derniere seulement entre dans les deux derni^res 
seuletnent dans v, les trois dernieres seulement dans u, etc., alors les 
formules ( lo), (i i), etc., se reduisent evideminent aux suivantes : 

= = d.r 

et, en consequence: le facteur 0, par lequel on doit multiplier la fonc- 
tion sous le signe J', quand on snbstitue les nouvelles variables aux 
anciennes, se reduit a la valeur numerique du produil 
('5) l),.rl>,vl) 


On arriverait a la meme conclusion en observant qne, dans rhypolbese 
admise, le tableau (i3) se reduit au suivant : 


fK.-, 

l),.r, l),.r, .. 


\ 


. , 0 vv . ^ 1 

1 ■ 

O, l>,3, .. 


f ’ 

0. 

0, 

• f . . . . , 

et la resultante 

S(±l>, 

vT 1)^ ) . . D„ f/ 

Jj, r J)^ 

au scul terme 

I),./ 

Dj 3 l),c . . . J), 

r 1 

Ajoutons que la meme resultante se reduirait encore 
si le tableau (i3) se reduisait au suivant ; 


o, o. 

o, 


1 ^ , o. 

Oy 

07» jl),:, 

D.z, r),3, .. 

(), 



Dwtr. 


c’est-a-dire, si des anciennes variables, exprimees en fonction des 
nouvelles, la premiere cc renfermait x seulement, tandis que x et y 
seules entreraient dans j; x, y et z seule.s dans a, etc. On pent done 
enoocer encore la proposition suivante : 
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THEORfeME II. — Les mimes chases etantposees <pie dans le thioreme /, 
si d'ailleurs Us vaUurs de x, y, s, . . . , u, v, w, exprimees en fonction 
des variables nouvelUs x, y, z, . . . , u, v, w, ren/eiment seulement, la 
premiire, la variabU x; la deuxieme, les deux variabUs x, y; la troi~ 
siimc, Us trois variabUs x, y, z; etc.; alors U facteur positif 0, par 
Uquel on devra multiplier la fonction sous U signe j , quand on substi- 
tuera Us nomeUes variabUs aux anciennes, se reduira simpUment a la 
vaUur nurnirique du produit 

r),.r l>,s. . .Wu 

Rcmarquons encore que, dans le cas particuiier on les variables Xy 
Vy 3, . . Uy r, w sonl lides par des equations lineaires aux variables 
nouvelles x, y, z, . . u, v, w, le facteur 0 se reduit evidemment a 
une quantite constante. 

Remarquons enfin que les principes ci-dessus exposes entrainent 
la proposition suivante : 

THEORiiME 111. — Si la fonction placee sous U signe J" , dans une 
integraU multiple relative aux variabUs x, y, 3, . . . , u, iv, doit itre 
muUiptiie par le facteur 0 quand on substitue au sysUmc x, 

3y . , . , u, Vy w un autre systeme x, y, z, . . . , u, v, w, et par & quand 
on substitue au second sysUme x, y, z, . . . , u, v, w, un troisiernc sys- 
terne r, l), 3 , . . ., tt, u, w, cette mime fonction devra itre multipliee par 
U produit 00' quand on passera dircctcmcnt du premier sysUmc x, jy, 
3 , e, w’ au troisieme systime r, i), 3 , . . . , tt, », tt>. 

D'ailleurs cc th^or^me, ainsi que les precedents, continuerait 
evidemment de subsister, si plusieurs variables appartenaient a la 
fois aux divers systcmes que Ton consid^re. 

II. — Applications diverses des principes exposes dans le premier paragraphe. 

Pour montrer une application des principes etabiis dans le para- 
graphs I, supposons que, Q etant une fonction r^elle de n variables 
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r^elles x, y, z u, v, et r une autre variable, r6elle et positive, 

li^e aux premieres par ia formule 

(.0 iT* ...+ //’+ (•’-+- tr-=r /■*, 

on etende i’int^grale 

i'i) = Jjj " • • • SI dtv dr dll . . .dz dy da- 

a tous les systeines des valeurs de x, y, z, . . . , u, r, »> pour lesquels /• 
dcmeure compris entre les limites 

(3) r = r', r = r". 

Si Ton pose 

(4) J'z=(Xir, r=oe.r, z=<x.:r, ii—cn„-,r, r=:ix„^^r, iy=«„r. 

les nouvelles variables 

a,, a., 

devront, eu egard a I’^uation (i), verifier la condition 

(5) «? + «H + . . . -I- I, 
k laquelle on satisfera en prenant 

f «t =cos9,, 

I «, ^ sill <p, coscp,, 

( 6 ) ' 

I a„_,=rsin 9 , sintp,. . .sin(jp„_, cos(p„_,, 

\ a„ = sincp, sinip.. . sin(p„_,. 

Si d’ailleurs on assujettit les angles ip, , ®j, . . . , a demeurer coin- 
pris entre les limites o, z., et Tangle ip„_, a demeurer compris entre les 
limites — it, 4- Tt ; alors a tout syst^me de valeurs de x, y, z, .... u. 

ir, pour lequel se verifiera la condition (i), correspondra loujours 
un syst^me unique de valeurs de a,, aj, . , a,„ pour lequel se veri- 
fiera la condition (5); et, par suite, si aux variables x, y, z </, 

»> on substitue les variables r, <f,, .... on aura, en vertu 

du th^oreme 1 du paragraphe I, 
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0 d^signant un facteur positif que Ton determinera sans peine en 
operant coinine il suit. 

Corame, en laissant invariables x, y, z, . . u, e, on tire de la for- 
niule {i), 

tr r df\ 

par consequent 

dr 

(Ikv , 

a,/ 


il est clair que, si I’on substitue r a tT’ et dri\ rAr, on devra, dans Tint^- 
^rale tb', multiplier la fonction placee sous le signe / par la valeur 

nunierique du rapport ' • Si Ton siibstilue ensuite a, x, a. a 

a e, on devra evideniinent, en vertu des lormulcs (4)? remplacer 


par 


d}\ dv 

/v/a,, r doL^ 


pt, en coiisequenee, remplacer le produil 


par le produit 


dx dy . . . d\' 
r/a, da. . . .da„~-i. 


Done, si aux variables x, y, u, e, n- on siibstitne les variables 

r, a,, ag, . . a„ ,, on devra, dans I’integrale IS’, multiplier la fonc- 
lion LI par la valour numerique du rapport 


t 


D’aulre part, si, dans une integrale multiple, relative aux variables 
a,, a.i, . . ., on substitue a celles-ci les angles (p,, ps, . . , 
lies avec elles par les equations ((>), on devra, en vertu du th6oreme 11 
du paragraphe I, multiplier la fonction sous le signe /par la valeur 
numerique du produit 

qiii peut 6tre reduit a la forme 


(- 
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la valeur de 0 6tant positive et delermin^e par I’^quation 

(8) 6 sin''-“([)2. . .sin sin(p„_.. 


Gela pose, on conclura du theoreme III (§ I), qu’eri substituant aux 
variables a;, , », r, w les variables r, 9,, (pa, 9„_,, on doit, 

avec M. Jacobi, multiplier la fonction sous Ic signe / par le facteiir 

(9) S — 0r'‘-'. 


Done la formule (2 ) pourra etre reduite a 

^71 ^ TC ^71 ^ ' 

(10) / ■”/ / 


Concevons maintenant que les n variables .r, y, u, c, tr, 

soient liwis a rt autres variables x. y, z, . . . , u, v, w par des equations 
lincaires de la forme 


( 

,/* rr y f?- /. 4 - . . 


1 

1 j = /;\ -1- /;, y h, /. f-. . 

. 

(n) 

1 \ 4 - r, y r., 7 , -f- . . 

. + f„_, w. 


^ (V 11= /l \ 4 - , y /j- / 4 . . 

.+ H. 


Pour que I on ait identiquement 

(I '2) X'^ -4' H- s'* -h , . . -4- //* -4- (’* -h X" 'i- y* ^ -4- . . . •+■ U* ~h V'* 1 W", 

il suffira que les coefficients 


a, b,c, Ir, a,, h,, r,, . . . 

.... 

Ot— 1) • • • 

; 

/j— 1 » 

v6rifient les conditions 







(f />«_ 

-1^- 

... 4 “// 

a ^ -f- ^ 4 " . 

..+ /(•; =1, 



. . . 4 “// 0 



4 - 

- 4 - 

... 4 - — 1 


D’ailleurs. si aux conditions (i3) on joint la formule (24) duMeinoire 
sur les soHuues altern^es connues sous le uom de nsultantes (t. 11, 
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p. 176) (' ), on en conclura 

et, par suite, 

(' 4 ) 


0^=1. 

0 = 1, 


0 desigiiant la valeur numerique de la somme 

S(± «/>,»•,. 


et, eu egard aiix formules (i i), cetle derniere soinine ne diflerera pas 
de la suivante : 

S(±: Dj.r Oj )-. . 

Enfin, la formule (12), jointe a I’^uation (i), donnera 

( 1 5 ) 4- 3 - H- z- -I- . . . + u- + V* H- w’ 1 = 

Cela pose, il resulte du theoreme I du paragraphe I, que si les condi- 
tions (i 3 ) sont remplies, on pourra, dans la formule (2), suhstituer 
immediatement aux variables ..., u, e, tr les variables nouvelles 

X, y, z, . . . , u, V, w liees aux premi«>res par les formules (i i), en sorte 
qu’on aura 

( 16 ) jf ' ~ JHf 12 rA> f/v . . . c/y r/x, 

les integrations etant etendues a tous les systemes de valeurs de a-, 
j, . . . , e, ti> ou de X, y, . . . , v, w pour lesquels la variable positive r, 
liee avec les premieres par la formule (i) ou (^ib), demeure comprise 
entre les limites /•', 1". 

II importe d’observer que des formules (ii) jointes aux equa- 
tions (i 3 ), on tire immediatement 


II 

O' h 

y-^rC 

z-\-. . 

A 

{V 

y a, 

X -h 


r. 4-. . 

. . 4- 


z — 

X b^ 

y <"2 

-3 -f-. , 

. . I- h. 

w 


,.r -4 bn- 

1 y 4 - 

-1^4-.. 

. 4- 



(') (Em<res tie Cmtchy, s 6 rio II, t. XII, p. 201. 
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Reinarquons encore que Ton pent satisfaire d’une infinite de 
manieres aux conditions ( i 3 ), par des valeiirs reelles des coefficients 

(Xf , /l J CEj, bxj . . . , 5 flt/i— n bn~\j • • • » ^/i— 1* 

En eil'et, aprfes avoir choisi des valeurs nSelles de a, 6, c, . . . , h 
propres k verifier la formule 

( 1 8 ) o~ + b~ + v~ + . . . -t- A" I > 

on pourra satisfaire, par des valeurs reelles de ^<1, c, //,, aux 

deux conditions 

(19) rta, + AA, -H cf, -I . . . H- /i/(| =: o, a; + AJ H- cj + . . . H- A'f = I , 

qui se r^duiront simplement a 

aa, + AA, = n, a'j •+- b’j—i. 

si les coefficients a,, A,, c,, . . . , //, sont tous supposes nuls ii I’excep- 
tion des deux premiers, et qui donneront alors 

<h _ I _ 

^ — a ~ b- 


11 y a plus ; a la premiere des equations (19) on pourra joindre n — i 
equations de meme forme, e’est-a-dire n — i Equations en vertu 
desquelles n — i fonctions lineaires et liomogenes de a,, c,, . . ., 

arbitrairemeni choisies, se r6duiront a zero; et de ces n — i equations 
nouvelles, r6unies a la premiere des equations (19), on en tirera une 
autre de la forme 


A, B, C, . . . , H 6tant des quantites conniies; puis de I’equation (20), 
jointe a la seconde des formules (19), on conclura 


(21) 




Les valeurs de a, , 6, , c, , . . . , /i, etant ainsi d^terminees, on prouvera, 

OEuvres de C. — S. 11, t. XIV. w 
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par des raisonnements semblabies, que I’on peut encore satisfaire, par 
des valeurs reelles de Mj, c.^, . . . , h^, aux trois Equations 

i ciCLn —f— — f“ . . . “4“ hfi^ nn o, 

I rz: o, 

al bl -f-. . . -h hi == j, 

donl les deux premieres peuvent etre jointes ii n — 2 equations de 
inline forme, arbilrairement cboisie.s; et, en eoufinuaiil de la sorte. on 
linira par oblenir, pour les coefficients 

a„ h., /(,; a.„ /;„ A,,; a„_,, 

des valeurs reelles qui seront propres a verifier les formules (i 3 ), 
quand on lesjoindra aux valeurs reelles et arbitrairement choisies des 
coefficients a, l>,c, . . . , h. 

Concevons a present ((u’en attribuant aux coefficients a, h, r h 

I’un quelconque des systbmes de valeurs reelles pour lesquels se 
verifie la condition (18), on reduise i2 a unefonction reelleet continue 
dii polynome 

ax -t- hy 4- r 5 -t- h le, 

en sorte que cette function etant designee a I’aide de la letfre caract*’-- 
ristique f, on ait 

ziz r(a,/- 1 // ) } rz f . . . 4 - /mt ). 


L’6quation (iG) donnera 

(. 3 ) + A r -I- . . . + A H’) f/tf' . ■ .dy d.r — jj ■ ■ • J' f ( x ) r/w . . .dy dx. 


Si d’ailleurs, dans chaque membre de la formule (' 23 ), on substitue 
aux variables y, .... o', ou x, y, z, . . . , w, la variable /• lice avec 
elles par I’equation ( i) ou (1 5 ), et des angles auxiliaires , (p,, p,,-, 

lies encore a ces mcmes variables par des equations semblabies aux 
formules (4) et ((>), chaque membre prendra la forme de I’integrale 
multiple que presente I’equation (10); et en posant, pour abr^ger, 

(a 4 ) 


(.) = a«, -+- Aa, •+ A 
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on trouvera 


(■?5) 


I I ‘•'I I 9r"~M(cor)rfrrfcp,. . .rf<p„_5</9„_, 

J—tiJq Jq Jr’ 

= f f f f dr (/<?! ■ • • «^?a-5 dd^n-u 

J — Tt *^0 J^ Jr' 

la valeur de 0 (Hant toujours celle que (l<^termine la formule (8); puis 
en differentiant les deux meinbres par rapport a r", et posant apres la 
diir^rentiation /•"= i, on aura siinplement 


^ Ti ^71 ^ ^ 

/ / ■■■/ / 'i'i{<‘^)d<S(^dd(,. . .d<Sfn-..d(Sfn-^ 

J—Ti *^0 Jq Jq 

= 1 i “ ' j I Of(a,)d<fi,d(ij c/op„_,. 

* —71 ‘^0 ••^0 «-'o 

D’ailleurs si, en designant par w, n des nouibres entiers qu(dcoiiqucs, 
et par f un angle variable, on pose 


(-*6) 


on aura gt^n^ralement 




r 

•^0 


cp cos"-’ d<u 


=/>-- 


( I — ) ' i/a = 


'f-'Vf-) 


m -h /i 


puis on en conclura 


r’' • , M 7 j 

I sin"'' rJcu =z — ; ; 


et, par suite, eu egard a la formule (8), on trouvera 

« — 1 

W) 


f f f C'</<p,...(/ 9 „.sCt<p„_,=r — H__sin'-=cp,. 
d - Jt ./o p j If I. 


Done la formule (26) pourra etre reduite a 


^71 /V 7 C ^ 

•^—71 *^0 *^0 *^0 


(•i?) 
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On ne doit pas oublier que, dans ia formule (24), a, b, c, . . . , h 
designentdes coefficients arbitraires assujettis seulement a verifier ia 
condition 

-h f>- + (■' -h . . . + h- = I . 


Si, en nomniant k une quantit^t reelle quelconqiie, on rempla^^ait a, 
b,c, .... 4 par y y et f(a) par f(ia), alors, ia piace de iafor- 
muie (27) on obtiendrait ia suivante : 


(28) 


^71 

/ "f / 





n—'.l 

— «-) - f (/■«)(■/«, 


ia vaieur de (o etant toujoiirs determinee par la formule (24), et a, b, 
c, etant des coefficients arbitraires, inais lies an coefficient i; 

par la formule 

(29) fl’ -+ (>' -f- c' f" /l - rr /••. 

Lorsque, dans ia formule (28), on pose n = 3 , alors en ecrivant 5, 
y au lieu de 9,, 9,, et a, fi, y au lieu de a,, [ij, y,, on trouve 
simph'inent 

(3(0 j I siii()/f'|rta I I ((/, «)'/}(, 

les variables auxiliaires a, [i, y 'etant Hies aux angles 9, / par les 
formules 

(3i) a = coscp, (5 = sin 9 cos;i(;, y = sincp sin)(, 


et les coefficients arbitraires a, b, c ilant liis au coefficient k par 
I’equation 

(3-i) 


A’. 
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La formule (3o) reproduit le th^oreme a I’aide duquel M. Poisson a 
Integra I’equation du mouvement des fluides olasliques. 

Si, dans la formule (28) on prcnd 

fCa") — a'". 


m etant un nombre pair quelconque, I’intograle que renferme le second 
membre sera reduite au produit de par la suivante 


/ - a-) — - — I — — - — L, 

et la formule (28) donnera 


(33) f f ^ rfcp, c/cp., . . .r/&„ - 

— 7; «/ 0 ^ 0 

Mais, d'autre part, en supposant n impair, on aura 


m 4- r 






I 


(^) 


ni -1- n - /// + 3 1 I . ^ 

— - 1». - t - . 


I devant etre reduit a I’unite, apres les differentiations indiquees par la 
caracteristique D,. Cela pose, on tirera de la formule (33) 


< 3 ',) 


UTT “ 


. *> 7 I*^U ^0 


n ~ 1 


Cette derniere formule subsistant, quel que soit le nombre pair ni, 
continuera de subsister, si Ton y remplace par t" une function 
pairc f(^) developpable suivant les puissances ascendantes de k'\ 
pourvu que Ton remplace en meme temps, dans le second membre, 
(wv'i)"* par f(co\/t)". On aura done encore, en supposant n impair, 
et f(^) developpable suivant les puissances ascendantes de k'\ 

(35) f(A)= — f f "'f f ‘ * 0{{b)\fi)d<f,d<ft...d(fn-td<fn-u 

“7“ 71 ^0 •'0 
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pourvu que, les valeurs de w, k etant diterminees par les formules 

At* fit* - 4 ~ b“ ~ 4 ~ fi?" ~ 4 ~ ... — f~ y m fit H— b oCm - 4 ' b otni 

et les variables a,, a.j, . . . , a„ etant liees aux angles 9,, 92* • • • ? 9//-i 
par les equations (G), on pose 1 = 1, apres les dill'^rentiations indiqu^es 
par la lettre caract^ristique Dt. 



MEMOIRE 


sun 

LES VALEURS MOYENNES DES FONCTIONS 

D’UNK OU DE PLUSIEURS VARIABLES. 


Considerons d’abord une fonclion 12 d’une seiile variable x, ef 
supposons que ceUe function reste continue entre deux valeurs don- 
nees de la variable. Si, apres avoir interpose entre ces deux valeurs 
d’aulres valeurs equidistaiites, dont le nombre represente par n — i 
soil tres considerable, on cherelie les diverses valeurs de la fonctionli 
correspondantes aux n — i valeurs donnees de la variable x, la 
moyenne arithmetique entre ces valeurs de 12 se transformera, quand 
le nombre n deviendra iniini, en ce que nous nommerons la valeur 
moyenne de la function 12, el cetle valeur moyenne sera le rapport des 
deux integrales definies relatives a x, dans losquelles les fonclions 
sous le signe / seront 12 et I’unite. Pour plus de commodite.je desi- 
gnerai cette valeur moyenne del2 al’aide de la leftre caracteristiqueM, 
et je placerai au-dessous et au-dessus du signe Al, les limites de la 
variable, suivant I’usage adopte pour les integrales definies. 

Concevons maintenant que 12 represente une fonction de plusieurs 
variables x, y, . . qiii reste continue pour les systemes de valeurs 
dea;, j, . . ., comprises entre certaines limites. Le rapport entre les 
deux integrales definies qui, etant relatives a x, y, ..., et prises 

entre les limites donnees, renfermeront sous le signe j la fonction 12 

et I’unite, sera la limite vers laquelle convergera la moyenne arithme- 
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tique etitre les valeurs de Q qui correspondront a des elements egaux 
de ia seconde integrale. Pour cettc raison, le rapport dont il s’agit sera 
nomme la valcur moyenne de la fonction ii, et je designerai encore 
cette valeur moyenne a I’aide de la lettre caracteristique M, en indiquant 
au-dessnus et au-dessus dn signe M les limites des diverses inte- 
grations. 

Concevons, maintenant, que les integrations doivent etre etendues 
a tous les systemes de valours des variables j?, r, qui r^duisent 

une certaine fonction r de ces rnemes variables a une quantito 
comprise entre deux limites donnees a, b. On pourra rechercher cc que 
devient la valeur moyenne de la fonction £2 dans le cas particulier oil 
les deux limites a, h se reduisent a une seule. Dans ce cas, qui merile 
d’etre remarquo, nous pourrons nous burner a indiquer au-dessus du 
signe M la limite a de la fonction /•, en ayant soin, d'ailleurs, d’ecrire 
au-dessous du meme signe les diversiss variables x, y, z, . . . , 
aiixquelles se rapportent les integrations. 

Comme nous le montrerons plus lard, la consideration des valeurs 
moyennes des fonctions d’une ou de pliisieurs variables jicut etre uti- 
lement employee dans la solution de plusieurs problemes d’analyse, 
specialement dans I’integration des equations lineaires aux derivees 
partielles. 

A.nalysi:. 

Supposons que Ton fasse varicr x, y, z, entre les limites 

.Yi pouvant etre des fonctions de x, et :?i,, r, des fonctions de x, 
y, etc. Soil d’ailleurs 12 une fonction dea;, ou de x,y, etc., qui reste 
continue entre les limites dont il s’agit. La valeur moyenne de 12 entre 
ces limites sera 
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OU 


M “= 


rr- 


£2 drd.7 


a: 


(i > d.i' 


Cela pose, on etablira facilement la proposition suivante : 

Tiieorkme I. — Soil 12 une forte tion reellc dc n variables irelles 
Zf .... Si d celles’ci on substitue n autres variables reelles x, y. z, . . . 
(]ui soient liees aux premieres par n equations lin^aires^ 12 considarc 
comme fonction de y^ • • • on de x, y, z, . . . , consenrra dans les 
deux cas la merne valeur rnoyenne, poiuxu que les limites assignees an 
second systhne de variables correspondent aux limites assignees au 
premier syst^me. 

Demonstration, — En olFet, qnand on transformcra chaque integralo 
relative aux variables y,^ z, ..., en siibstituant a celles-ci les 
variables x, y, z, , . . , la fonction sur Ic signe / sera multipliee, 
comme Ton sail, par le facteur 

0 S(±: l)x ^ l >x 1 1 v . . . 

Si d’ailleurs, les variabl(!s x, v, z, . . . sont liees par des equations 
lin^aires aux variables x, y, z, . . . , le facteur 0 se reduira sirnplement 
a une constantc. Done alors ce facteur pourra etre place en dehors des 
signes d’integration. puis efface coniine facteur comniun des deux 
termes du rapport qui representera la valeur de f2. 

Soit maintenant r=f(a:, 7, . .'l une nouvelle fonction, reelle 

aussi bien que Q, et supposons que Ton cherche la moyenne entre les 
valeurs de 12 correspondantes a toutes les valeurs de x, j', z, . . . pour 
lesquelles la fonction rdemeure comprise entre deux limites donnees 
a, b. Designons d’ailleurs a I’aide dela notation 

r:=za 

M “ 

.r, r, s, . . . 

ce que devient cette moyenne quand la dilference b — a s’evanouit. 

OEu,\;>re& de C. — S. II, 1. XIV. 
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On aura, en vertu du th6oreme precedent, et en supposant toujoursa;, 
j, z, . . . liees a x, y, z, ... par deg Equations lineaires. 


„) JI fl= JI a. 

X, y, 

Supposons, pour fixer les id^es, qiie la variable /•, etant positive, 
soil liee aux n variables x, j, s, . . ., par une ^ualion de la forme 

( 2 ) r* = -H s* .... 


Si Ton nomme A la moyennc entre les diverses valeurs de Q corres- 
pondantes aux divers sysleines de valeurs de x, y, z, . . . , pour 
lesquels rdemeure comprise entre les limiles positives a, h, on aura 


(S) 


jjl • ■ ‘iidz (i) d.t 
j|jj'...dzd^ d., 


les integrations s’eteiidant a tous ces systemes. Si (I’ailleurs on pose, 
comrne dans le Memoire precedent, 

(4) v-ra.,/’, •••. 

les variables a,, a^, aj, . . . , a„, liees aux n variables x, v, ;, . . . par 
les formules (4). devront, eu egard a Tequation (a), verifier la 
condition 


( 5 ) 


a’f I -i - ... I «;■; = 1 . 


D’ailleurs, pour satisfaire a cette condition, il suffira de prendre 



zzi COS^J 




— 

cos 9-, 



jzzisincpi 

si II 9., . . 

, .sin9, 

Of-n 

sin cp^ 

sin92. . 

, .siii 9 j 


11 y a plus ; si Ton assujettit les angles (p,, p.j, . . ., a demeurer 
coinpris entre les limites o, u et Tangle ip„_, a demeurer corapris entre 
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les limites — it, it; alors, pour chaque syst6me de valours do a,, 
0 C.J, . . a„ propres a verifier la condition (5), on obtiendra toujours 
un systeme unique de valeurs de ip,, fa. • . Cela pose, si Ton 

fait, pour abreger, 

(7) 6 = sin"— *(p, 810“-*^),. . . 8 in’(p„_., sincpn-,, 


et si, en operant comme dans le Memoire pr^c^dent, on substitue, 
dans les deux intcgrales que rcnferme la formule (3), les variables (p, , 
p 2 , . . . , ip„_a , <p„_i , r aux n variables tr, y, tt, . . . , on trouvera 


(8) 


A = 




/'/■■// 


Oiir"-' dr rfy,,-. 


h 

& r"~ ' dr d<^,. . . dw„^. <•/»„_, 


Concevons maintenant que, dans I’equatiun (^8), on pose b = n\ alors 

le second membre de cette equation se pr^sentera sons la fortne et 

pour obtenir sa veritable valeiir, il suffira de remplacer le rapport des 
deux intcgrales qu’il renferme par le rapport de leurs dCrivCes 
relatives a h, puis de poser, dans ce dernier rapport, b = a; et comme 
la valeur de A ainsi obtenue sera precisement la valeur moyenne def2, 
designCe par la notation 

M 


nous devons conclure que Ton aura 

I I •••/ 9itd'f,...d'f„-,d'fn' 


(fO 


M 


I I I 0 . . . d^„^, df„ 


D’autre part, comme en designant par m un nombre enlierquelconque, 
on a genCralement 

r 

I (D do^ = — ; 1 


( 10 ) 
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on trouvera, eu egard a Teq nation ( 7 ), 




done la foimulc ( 9 ) pourra fetre r^duite a 


r.„ r(-') X r. r. 

M li= ^ f f ■■ ■( 




Considerons maintenanl, d’une maniere speciale, le cas oi'i Ton a 


Dans ce cas la tonclion de x,y, z, . . designee par 11, se reduitpour 
r= I, en vertu des formules (4), a uiic fonction des variables 

a,, a^. 

et, en subsliluant celte dernicre fonction a la premiere, on r 6 duit la 


inoyenne 


a la forme 


M “ 


ai,a..., . ,a„ 


f. etant une variable nouvelle liie aux variables a,, a,, .... a„ par 
r^uation 

( 1 3 ) p- = a j -4- a -f- . . . a . 

Done, en considerant 12 comme une fonction des n variables a,, 
a,, . . . , a„, et supposant p lie i cellcs-ci par I’equation (i3), on aura 

f— r(") X X .. 

(14) M 

a„a„...,a^ STT" " ** 


pourvu que, dans le second membre de la formule (i 4 )> on regardc 
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a, , a,, . . . , a,„ 6 comme des fonctions de f , , 9,, . . . , 9«_i determin^es 
par les formuies (6) et (7). 

Concevons, k present, que u, , u,, . . . , u„ 6lant des coefficients reels, 
on pose 

(| 5 ) W = «,«, 4- . . . + 


Soil, d’ailleurs, k une quantite positive Ii6e aux coefficients 
Ui, . . u„ par la formule 

(16) A-= m;,; 


et nommons V(k) une fonction paire de k, developpable suivant les 
puissances ascendantes de P. En vertu de la formule ( 3 .^) du prece- 
dent Memoire, on aura, pour des valeurs impaires de n, 


('-) 


F(/) = — L_D, f f ...f Oi 


‘iTT - 


pourvu que Ton pose i = i, apris les dilTerentiations indiquees par la 
caracteristique D,. Done, eu egard a la formule (i 4 ), on aura encore 



Concevons maintenant que F(^) designe une fonction de k, paire ou 
impaire, mais developpable suivant les puissances ascendantes de k. 
Alors I'expression 

a = i , 

F(A-«) = V (Ax) dot 

a— .. t ~ ' 

representera une fonction paire de k, developpable suivant les puis- 
sances ascendantes de P; et k la formule (18) on devra substituer 
celle qu’on en deduit quand on remplace dans le premier membre 

F(/ ) par M F(>fea), et, dans le second membre, I’expression 
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par I expression 

(•o) 


[ «-. *=> _ ■] 

M I ’ 

ou, ce qui revient au tneme, par la suivante : 

(io) ' ' J I' ('•’O'S '•) ' 


(Jans laquelle on devra toujours r^diiire t a I'unite, aprfes les differenUa- 
tions indiquees par la caracteristique Di. D’aiiieurs, si I’on rem- 
place F(/) par m etant un noinbre pair quelconqiie, IVxpres- 
sion ( 20 ), reduite ^ 

f (q« )"' (/a . 

sera 6quivalente au produit 

t •) ' 

I in I // — 'i Nt \- b /H \ o , 



ou. ce qui revient au mfiine, k I'expression 


On aura done, pour des valeurs paires de m, 


n 1 // -j .. 1 




// — II ri — 


— I >1 ' 1 1 ' ( (i>\ t 


ou, ce qui revienl au ineine. 


I 


/I ‘ I 


I ), - \l - (^•)\ t |. 


Eu egard a cede derniere rormule, dans laquelle le facteur se reduira 
simplennent a pour i = i, on tirera de i’^uation quand on y 

a=i 1 

reinplacera F(Z ') par F(/. a), en supposant F(^) developpable sui- 


a™ — 1 
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vant les puissances ascendantes de k. 


(21) 


a -1 

M 

a=r — 1 




// — 2 ’I 

I F(c)v''t)|. 


En resume, on peut enoncer les deux propositions suivantes : 
Th^or^ime II. — Soieni a,, a.j, . . . , a„, /i variables rielles: soil encore 
(i) = //, a, 4- -f- . . . ////«,/ 

une fonction lineaire de ces variables^ les coefficients w,, Wa, . . u„ 
Hant reels^ et posons 

fj ™ 4- a!-; -f- . . . I- ai , /. = \/ //‘f . } uf, . 


Soil enjln F(A:) une fonction paire de /*, direloppable suwant les puis- 
sances ascendantes de On aura pour des valeurs irnpaires de /?, 



poureii quapres avoir effectue les differentiations indiquees par la carac- 
Uh'istique on reduise le pararnetre i d V unite. On aura d^iilleurs^ 
cornme Von sait^ 

2 - 


Theoh^me III. — Les mSmes choses itant posies que dans le tbiorenie 
precedent^ si Von nornme F(/r) une fonction developpable suisant les 
puissances ascendantes de on aura 


a — 1 

!'(/.«) = 

a - - 1 



M 



pouTVU qu'apres les differentiations indiquees par la caracUristiqae Dt on 
riduise i d I' unite. 




NOTE SUK L’EMPLOI 


DBS 

THfiORfiMES RELATIFS AUX VALEURS MOYENNES 

DES FONCTIONS 

l»ANS L’INTfiGRATION HES EQUATIONS DIFFfiRENTIELLES 
ET AUX DERIVEES I'ARTIELLES 


Supposons d’abord I’inconnue ts d6lerinin6e en fonction du temps t 
par une equation diflerentielle de la forme 

(1) Di‘nT=A-ro, 

/• etant une quantile constante. Si Ton nomme rr,, ra, les yaleurs de m 
et D,tvT correspondant a une valeur nulle de t, I’integrale g^nerale de 
I’equation (i) sera 

_j_ — X/ £>X/ ___ ^-"kt 

nr ^ GJ() H- » 

•i 'I /. 

ou, ce qui revient au meme, 

a = i a — i 

(2) Cy=D/ M 

a=_ — 1 a — ~i 

si d’ailleurs la quantity P est la somme des carres de piusieurs autres 
quantiles . . . , en sorte qu’on ait 

(3) A'*= mJ + + . . . + «*> 

on pourra dans la formule ( 2 ), remplacer I'exponentielle e*'* par une 
autre dans laquelle I’exposant soil r^duit k une fonction lineaire 

OfHuvres de C. — S. II, t. XIV, 
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de u,,Ua, . . - lUn. En eifet, supposons d’abord que n soil un nombre 
impair. Alors, en designant par 

«i, a« 

n variables auxiliaires, e( posant 

(/i) Ot) = //,a,H ... p-~ -4- aij -h . . . i a;,, 


on lirera de I’equation (-j), combinee avec la formule du prece- 
dent iM^moire, 




1 


1 


a,.a», ..a„ 


I devant 6tre reduit a I’unit^, apris les (lilT^renlialions indiquees par 
la caracteristique D,. Si n etait pair, on, ce qui revient an meiixs si, 
n etant impair, 6tait de la forme 

(ti) 4- ll‘i + . . . \- u'f, |, 

il sufiirait, pour revenir au cas .precedent, de joindre a la formule (3) 
I’equation 

( 7 ) »„=o, 

en vertu de laquelle la valeur de (o serait reduile a 

(X) (.) =; «,«, 4 - //,a-4-. . . I- //„_ia„_|. 

(loncevons maintenant que, x,y,z, . . . (^laut de nouvelles variables 
independanles, se transforme en une fonclion de D.,., D^, D., ... 
entiere et du second degre, represent6e par F(D,., D,, IX). L’^qua- 
tion ( 1 ), ou, en d'autres termes, la formule 

(y) lJ?ro = I);,, 

sera une Equation aux derivies partiellei, lineaire et du second ordre. 
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qui determinera I’inconnue cj consid^r^e comtne fonction de 
z, quand on connaitra les valeurs initiales de ni et D,t3. Soient 

ujQ{x,y, z, . . c},(x,y',z, . . .) ces valeurs initiales. L’int^grale 
generale de I’equation (i) ou (9) sera repr^sentee par la formula 
symbolique 

a— 1 a=i 

(10) ® ^ ]\f r, s, BJ, (:r, K, C, ...), 

a - -1 a— 1 

analogue k I’equation (2). Soient d’ailleurs 
On aura 

(11) /’=:F(//, IMV. ...); 

et, si n desigiie le nonibre des variables x,y,z, . . . , la valeur de P 
d^terminee par I’equation (^11) pourra etre g^ncralement reduite a la 
forme 

Ut,Uj, . . . , elant des fonclions lineaires de «,r, w, .... en sorle 
qu’on aura 

. Ilf =r a, II 4- />, r -I- <"i 11’ I ... I 

I II, = a, « + b. (’ 4 - c, ir + . . . I- I,, 

(>3) ; ■ 

\ //„= (i„u + b„r 4- 'V.ir + . . . 4- 

4/ 1 » jf f ^ ^^21 ^■^21 ^2> . . • , l‘>*, . . . ^ • • • . 4/ (’tant des 

coefficients qui seront tous reels si la foncfion T(x,y,z, . . .'iest du 
iiombre de celles qui restent positives pour des valeurs quelconques 
de a’, r, v, . . . . Admettons cette derniere hypothesc. Alors, pour 
deduire de la formule (5) I’integrale generale de requalioii (1), il 
suffira de remplacer dans cette formule nj# et ra, par tn,, (j , /, z, ... ) 
et (s,{x,y,z, . . .). D’autre part, en verlu des fortnules (i3) joinles a 
la premiere des ^nations (/|), on aura 

(*4) 


to — « M (3 e -t- yn' 4- . . . 4- X, 
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les valeurs de a, p, y# • • • » ^ 6tant 

^ « = ai«, -ha,aj + . . .4- a„«„. 
(i5) ^ (3 = A,«, -+- A,«i4- . . . 4- 

[ X 1% flC] 4" /♦ Otj 4~ • . . 4“ ! n Oil,, 


Enfin, en d^signant par va{x,y,z, . . .) une fonction arbitraire de x, 
y,z, . . on aura, en vertu du theorfeme de Taylor, eu 6gard la 
formule (i4). 

(i6) 3, . . . ) = e*'*”' nj(x + _)— I- ...). 


Done I’int^grale generale de I’dquation (9) sera 

M n— \ r // — 2 

( 17 ) ta = — 7 ^'*' M 4 


-4- fJ/s'l, 


t p = l 

T<« -mm- 




)*’•*’ * 


I devant itre reduit a I’unit^ apres les dilT^rentiations indiquees par 
la caract^ristique D,. 

La formule (17) conduit ais^ment a la connaissance des lois des 
ph^nom^nes dont I’^tude exige I’int^gration d’equations semblables a 
la formule (9). Supposons, pour fixer les idees, que x,y, s, . . . repr6- 
sentent des coordonnees d’une ou plusieurs series. Supposons encore 
que I’equation (9) soil homogene, et que, par. suite, /,,/a, . . .,/„, y 
s’^vanouissent. Supposons enfin que les valeurs de I’inconnue vs et de 
sa derivee soient insensibles au premier instant pour des valeurs 
de x,y,s, . . . sensiblement diffirentes de ziro. Alors, en vertu de la 
formule (17), la valeur de cs ne sera sensible au bout du temps / que 
pour des valeurs de x,y, z, . . . qui verifieront sensiblement les for- 
mules 

(18) — o, y-hptzzzo. 34-Y< = o 

Soient, d’ailleurs, 

(19) «, = a,a4-b,(34-c,Y4-..., «,= a.a 4- b ,(3 4- c.y 4- . . . . 



RELATTFS Al X VALEUHS \fOYENNES RES FONCTTONS 173 
les valeurs de a,, a.^, . . . tiroes des formules (i 5 V L'equation 

(^>.o) a'f H- a!J -h . . . -h «? = I , 

jointe aux formules ( i8 ), (19), donnera 

('i I ) (® 1 -4~ bj -f- z -f- . . . )*■ -4- ( -j- bj >' -f- -I-. . . . . 

-h (#«./* -4- b„ r 4- C;, 

et Tequation ( 21 ) devra etre verifiee sensibicment, au bout du temps 
par tous les systemes des valeurs j?, jy, -j, ... pour iesquelles 
rinconnue m conservera une valeur sensible. 

Si X cessait de s’evanouir, les conclusions auxquelles nous venons 
dc parvenir ne subsisteraient, en general, que pour des valeurs pen 
considerables de t. 

Si la formule (9) se reduil k Tequation du mouvement des fluides 
elastiques, la formule (17) reproduira Tintegrale connue de cette 
Equation, et la formule (21) sera E^quation de la surface spherique 
mobile qui representera I’onde sonore. 
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8UR 

LES QUANTITfiS GfiOMfiTRlQUES. 


La th^orie des equivalences algebriqucs, a iaquelle se rapporte iin 
des precedents Mernoires, n’est pas la seule qni piiisse eire ufilemcnt 
substituee a la theorie des expressions imaginaires. On pent encore, 
avec avantage, remplacerces expressions par \e» qua/itit^s g^omctriqiirs, 
dont I’emploi donne a I'algebre non seiilenient une clarte, line preci- 
sion nouvelle, inais encore une plus grande generality. Entrons, a ce 
sujet, dans quelques details. 

La theorie des expressions imaginaires a ete, a diverses epoques, 
envisagee sous divers points de vue. Dos Tannee 1806, M. I’abbe Buee 
et M. Argand, en partant de cette idee que \l — i est un signe de per- 
pcndicularite, avaient donne des expressions imaginaires une inter- 
pretation geotnetrique, contre Iaquelle des objections specieuses ont 
ete proposees. Plus tard, M. Argand et d’autres auteurs, particuliere- 
rnent MM. Franoais, Faure, Mourey, Valles, etc., ont public des 
recherches (') qui avaient pour but de developper ou de modifier 
I’interpretation dont il s’agit. Dans mon Analyse nlgibrique, publiee 
en 1821, je m'etais contente de faire voir qu’on peut rendre 


('j line {;i*aii(lo parti*^ tio.s resultuls do cos radioriduL^ a\.iil ole, a oe qu’il parail, 
obtonue, mftme avaiit le si^le present et d^s I’uiin^c 1786, par un savant modeate, 
M. Heiiri-Domiiiiquo Triiel, qui, aprds les avoir consigii6s dans di\ers nianuscrits, lus a 
communiques, vers Punn6c 1810, a M. Augustin Normand, constructeur de vaisseaux 

au Havre. 
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rigoureuse la theorie des expressions et des equations iinagi- 
naires, en consideranl ces expressions et ces equations comme 
symboliques. Mais, aprfes de nouvelles et mdres reflexions, le meilleur 
parti a prendre me parait etre d’abandonner entierement i’usage du 
signe \/ — I, et de remplacer la theorie des expressions imnginaires 
par la theorie des quantites que j’appellerai geomitriques, en mettant 
a profit les idees emises et les notations proposees non seulemcntpar 
les auteurs deji cites, mais aussi par M. de Saint-Venant, dans un 
Memoire digne de remarque, sur les sommes algebriques. C’est ce que 
j’essaierai d’expliquer dans les paragraphes suivants, qui ofl'riront 
une sorte de resume des travaux fails sur cette matiere, rcproduits 
dans un ordre methodique, avec des modifications utiles, sous une 
forme simple et nouvelle en quelques points. 

1 . — Definitions^ notations, 

Menons, dans un plan fixe, et par un point fixe 0 pris pour origine 
ou pole, un axe polaireOX. Soient d’ailleurs / la distance de I’origine 0 
a un autre point A du plan fixe, et p Tangle polairc, posilif ou negatif, 
decrit par un rayon mobile, qui, en lournant autour de Toriginc 0 
dans un sens ou dans un autre, passe de la position OX a la posi- 
tion OA. 

Nous appelleroiis quantile geomHrique, el nous designerons par la 
notation r,, le rayon vecteur OA dirige de O vers A. La longueur de ce 
rayon, repriisent^e par la lettre r, sera nommee la valeur numerique ou 
le mudule de la quantite g^ometrique Tangle p, qui indique la 
direction du rayon vecteur OA, sera Xargument ou Xazimut de cette 
m6me quantity. Deux quantites geometriques seront egales entre 
elles, lorsqu’elles representeront le meme rayon vecteur. Done, 
puisqu'un tel rayon revient toujours a la meme position, quand on le 
fait tourner autour de Torigine dans un sens ou dans un autre, de 
mani^re que chacun de ses points decrive une ou plusieurs circon- 
f^rences du cercle, il est clair que si Ton designe par k une quantity 
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cntiere quelconque, positive, nulle ou negative, et par t: le rapport 
de la circonierence au diametre, une equation de la forme 

Rt>=rf, 

entrainera toujours les deux suivantes : 

fi = r, /• = /) + a /• 7r, 

et, par suite, les formules 

cos/^ — cos/>, sinP=r sin/v. 

Enlin, nous conviendrons de mesurer les longueurs absolues sur 
I’axe polaire OX, en sorte qu’on aura identiquement 

r. 

Quant k la quantile geometrique /•,; ( ' ), elle se mesurera aussi bien 
que /•„, sur I’axe polaire OX, inais en sens inverse, et, par suite, la 
notation pourra 6tre censee representer ce qu’on nomme, en algebre, 
utie quanlite Tivgdtive. 

Cela pos6, la notion de </wa/»Wr^eomr/ny«ecomprendra, comme cas 
particulier, la notion de quantity algvhriquc, positive ou negative, et, 
a plus forte raison, la notion de qunntitv arithmctique ou de nornbre, 
renferm^e elle-ineme, comme cas particulier, dans la notion de quan- 
tile algebrique. 

Ajoulons que, pour plus de generalile, on pourra designer encore, 
sous le nom de quantite geoniHriquc ^ eta I’aide de la notation r^, une 
longueur r inesuree dans le plan fixe donne, a partir d’un point (|uel- 
conque, mais dans une direction qui forme avec I’axe fix(^ OX, ou 
avec un axe parallele. Tangle polaire p. Alors le point a partir duquel 
se mesurera la longueur r, et le point auquel cllc aboutira, seront 
X'origiru’ et VextrimM de cette longueur. 


(' j En general, les notations 

O'’ 

ropresonteront deux longueurs mesureos sur la mfinio droite, mais dans des directions 
opposees, 

OLuvres de C. — S. II, l. XIV. aS 
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11, — Somnies, produits et puissances entieres des quantiUs g^omHrigues. 

Apres avoir defini les quantiles geometriqiies, il est encore n6ces- 
saire de definir les diverses functions de ces quantit^.s, specialeinent 
leurs sommes, leurs produits et leurs puissances entieres, en choisis- 
sant des definitions qui s’accordent avec celles que Ton admet dans le 
cas ou il s’agit simplement de quantites alg^briques. Or, cette condi- 
tion sera reinplie, si Ton adopte les conventions que nous allons 
indiquer. 

Ktant donnees plusicurs quantites g^ometriques, 

o- • • • 

representees en grandeur et en direction par les rayons vecteurs 

OA, OA', OA", ... 

(|ui joignent le p6le 0 aux points A,A',iV , . . ., concevons que fon 
ineric par rextremite A dii rayon vecteur OA one droite AB (!igale et 
paralltde au rayon vect(*ur OA', puis, par h' point B une droite BC 
egale et parallele au rayon vecteur OA", . . . ; et joignons le pole 0 au 
dernier sominet K de la portion.de polygone OABC. . .IIK construite 
comme on vient de le dire. On obtiendra le dernier c6te OK d’un 
polvgone ferine dont les premiers cotes seront OA, AB,BC, . . .,HK. 
Or, cc dernier ccHe OK sera ce que nous appellerons la somme des 
(juantites g6om6triques donnees, et ce que nous indiquerons par la 
juxtaposition dc ces quantites, liees Tune k fautre par le signe -t-, 
coninie on a coutunie de le faire pour une somme de quantites alge- 
briques. En consequence, si Ton nomme li la valeur numerique du 
rayon ve(*Aeur OK, et P Tangle polaire forme par ce rayon avec Taxe 
polaire, on aura 

( I ) f’f,’ -I- ~t- ... . 

Observons (Tailleurs que les cotes OA, AB,BC, . . .,HK, du poly- 
gone ABCD...HK, peuvent etre census representer eux-memes les 
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quantiles g^om^triques designees paries notations 7'p,r^.,r', Done, 
pour obtenir la sonune de plusieurs quantit^f ffcometriques, il suffit dr 
porter, I'une aprh V autre, les diverses longueurs queUes reprisentent, 
dans les directions indiquees par les divers arguments, en prenant pour 
origine de chaque longueur nouvelle Vextr^miti de la longueur price- 
dentc, puis de joindre. r origine de la premiere longueur d I'extremite de 
la derni^re, par une droite qui reprisentera en grandeur et en direction 
la somme cherchie. 

Si I’on projette orthogonalement les divers ccUes du polygune 
OAB(]...HK sur I’axe polaire, la projection algebrique du dernier 
edt^ OK sera 6videininent la somme des projections alg^briques de 
tons les aufres, ou, ce qui revient au mcme, la somme des projections 

ulg6briques des rayons vecteurs OA, ()A',OA" Done I’equa- 

lion (i ) entrainera la siiivante : 

/? cos Z’ = 7' -t- r’ cos//' 1 /•” cos//"h- . . . . 

On trouvera de ineiiie en projetant les divers coles du poly- 
gone OABC. . .UK, non plus sur I’axe polaire, inais sur un axe fixe, 
pet peridiculaire a celui>ci : 

( .) ) fi sill P m /■ ^in -h r' sin [*' t'" sin p" H . . . . 

Les equations ( 2 ^ et ( I ) lournissent le rnoyen de determiner aisemenl 
le module B et I’argument B de la somme de plusieurs quantiles geo* 
inefriques. 

Si Ton considere seulement deux rayons vecteurs OA, OA', repre- 
sentes en grandeur et en direction par les qiiantitos gcometriques r',, 
/•,, , la somme tie ces dernieres sera, en vertu de la definition admise, 
une troisicrae quantile geometrique propre a representer en grandeur 
et en direction la diagonale OK du parallelograinme construit sur les 
rayons vecteurs donnes. En d’autres terraes, elle sera le troisieme 
cole d’liti triangle qui aura pour premier c6t6 le rayon vecteur OA, le 
second cdle AK etaut egal et parallele au rayon vecteur OA'. D’ailleurs, 
dans ce triangle, le c6t^ OK, repr^sente en grandeur par le module de 
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la somme sera compris entrc la sonirne el la dillerence des 

deux autres cotes, representes en grandeur par les modules r et r' . On 
peut done 6noncer la proposition suivante ; 

Tiikoukme I. — Le module de la somme de deux quantiles geometnques 
est toujours compris entre la somme el la difference de Icurs modules. 

11 est bon d’observ('r que le module de la somme de deux quaiitites 
geometriques /■),, r'„ pourrait atteindre les limites qui lui sont assignees 
par le (heoremc* precedent, et se reduirail ellectivemcnt a la somme 
ou a la dillerence des modules r, r', si les rayons vecteurs OA, OA' 
etaient dirig^s suivanl une meme droile, dans le meme sens ou en sens 
opposes. 

Le iheoreme I entraine evidemment le suivanl ; 

I'liEORKME 11. — Le module de la somme de plusieurs quuntites peomi- 
triqiies ne peut surpasser la somme de leurs modules. 

On peut, au reste, d^duire directemc'nt ce iheoreme 11 de cette seub; 
consideration, que dans un polygone I'erme OABL...11K, le dernier 
cole OK ne peut surpasser la somme de lous les autres. 

lie que nous noitimerons \e produil de plusi(*i]rs quantiles geonie- 
lri(|ues, ce sera une nouvellc quantile geometrique qui aura pour 
module le produit de leurs modules, et j)Our argument la somme de 
leurs arguments. Nous indiquerons le produit de plusieurs quantiles 
geometriques, 

I'/i. /■,/. I'll-. .... 

a I’aide des notations que Ton emploie dans le cas oii il s’agil de quan- 
lites algebriques, par exemple, en placant ces quantiles a la suite les 
unes des autres, sans les faire preceder d'aucun signe. (]ela pose, on 
aura, d’apres la delinition ^noncee. 

On sail que, pour multiplier par un facteur donne la somme de plu- 
sieurs nombres ou de plusieurs quantiles algebriques, il sul'fit de 
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mulli[)lier chaque terine de la soinme par le facteur doiil il s’agil. La 
somme H,, de plusieurs quantiles geonuHriques . . . jouit de la 

memo- propri^te. Pour le prouver, il suffil de voir que I’equalion (i) 
continuera de subsister, si Ton multiplie les divers termes 

par un facteur geornelrique Or, en j)remier lieu, si le module p se 
reduit a Tunile, il suffira, pour efl'ectuer la multiplication dont il 

s’agit, d’ajouter I’argument m ii chacun des arguments P,p,p\p", 

Mais cette operation revieiit ii faire tourner autour de I’origine chacun 
des rayons vecteurs 

Kp. r,„ />■ 

e(, par suite, le polygone OAHC. . .IIK, dont la construction fournil la 
valour de //^,, on faisant decrire ii chaque rayon vecteur I’anglo ra; elle 
laissera done suhsister re<]uation ( i), qui deviendra 

( 5 ) — /'/- un I'p' ‘ CT ■+" /’p" I m + • • • • 

En second lieu, on pourra, sans allerer les directions des coles du 
polygone OABC. . .HK, Ic transformer en un polygone semhlahle, en 
faisant varier ses cotes dans le rapport de i a p, et I’on pourra ainsi, 
de la formule ( 5), deduire I’equalion 

( /t p ) /- , CT “ ( /' p )/- 1 rr {>' p )/.' • rr • • • ' 

qui peut etre presentde sous la forme 

(t>) 

On peut done enoncer la proposition suivante : 

TiiKOHftME III. — I*(>ur multiplier la sontnic 

■+■••• 

(Ir plusieurs quantiles geometriques . . par le jacteur georne^ 

trique p^, il suffitde multiplier chacun des terrnes qui la cornposent par 
ce mime facteur. 
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Ce ih^oreine une fois etabli, on en d^duit immediatement la propo- 
sition plus ^en^rale dont void I’^nonc^ : 

Tut^URjiME IV. — Ij; produit de plusicurs somrrics dc qnuntitiKs g^nmc- 
triques est In somme des produits pnrliels que Von pout former neec lex 
dieers termes de ces m^mes sommes, en prennnt un fncteiir dans 
chacune d'elles. 

Soil niaintenant m un nombre entirr quelconque. Lt* produil de ni 
facteurs egaux a la quantite geometrique /•,, est ce que nous appel- 
lerons la/>i''''"'’/)Mw.fancr de cette quantite, et ce que nous indiquerons, 
suivant I’usage adople pour les quanlit^s algebriques, par la notation 

(lela pose, I’^quation (4) entrainera evi«leniment la f'orninle 

(7) 

et I’on etendrasans |»eine aux puissamtes enlieres de(|uantitesgeotne- 
Iriques les propositions connues et relatives aux puissances enlieres 
de quantiles algebriques. Ainsi, par exeniple, en designant par ni, n 
deux nonibres entiers, on aui'a ' 

( 8 ) r';; r';,~ r';r“ . 

(9) 

Ainsi encore, on conclura du (heoreine IV (jue la Ibrmule de Newton, 
relative au developpement de la puissance enliere d’un binome. 
Hubsiste dans le cas inetne oil ce binome est la somme de deux quan- 
lites geometriques. 

Deux quantiles geomiHriques seront dites oppos^es Tune a Tautre, 
lors(|ue leur somme sera nulle, et inverses runede I’autre, lorsque leur 
produit sera I’unite. D’apres ces delinilions, la quantite geometrique 
ou — /•,, sera I’opposee de De plus, si Ton etend lesformules^'y), 
(8) au cas m6me oil I’exposant m devient nul ou negatif, on aura 
identiquernent 
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et la quantite g6oin6trique r~' ne sera autre chose que I’inverse de r,,. 
Pareillement, r“"' sera I’inverse de r"', et Ton aura 

(lo) r-"‘= (r-'" 

Suivant I’usage adopte pour los quantites algebriques, line quantite 
geometrique pourra quelquefois etre repr6sentee par une seiile lettre. 


III. Di ff'erenres, quotients et racines de quantites ^eornetriques. 

Pour les quantites g^omi^triques coinme pour les quantites alge- 
briques, la soustraction, la division, I’extraction des racines ne seront 
autre chose que les operations inverses de I’addition, de la multiplica- 
tion, de I’elevation aux puissances. Par suite, les rcsullats de cos 
operations inverses, designes sous les nonis de differences, de quo- 
tients, de racines, se trouveront compl^tement definis. Ainsi, en 
particulier : 

La difference entre deux quantites geornetriques sera ce qu’il Taut 
ajouter a la seconde pour obtenir la premiere; 

Le (juotienl d’unc quantite geometrique par une autre sera le I'acteur 
qui, inultiplie par la seconde, reproduit la premiere; 

La racine /i''’™*' d’une quantite geometrique, n etant un nombre entier 

((uelconque, sera un facteur dont la n'^ puissance reproduira la 

quantite dont il s’agit. 

De ces definitions on deduira immediaternent les propositions sui- 
vantes : 

THEORfcMK 1. — Pour soustruire une quunlile geometrique, il su/fit 
d' ajouter la quantity opposde. 

TmtOKfeME IL — Pour diviser par une quantite geometrique , il suffit 
de multiplier par la quantite inverse. 

Les differences et quotients de quantites geornetriques s’indique- 
ront a I’aide des notations usit6es pour les quantites algebriques. 
Ainsi la difference des deux quantites geornetriques A/,, r,„ sera 
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designee par ia notation 

et le rapport ou quotient qu’on obtient en divisant la premiere par la 
seconde, sera expriine par la notation 

fi,. 

Lorsque, dans une sornme ou dilFerence de quantites g^ometriques, 
quelques-unes s’evanouiront, on pourra se dispenser de les ecrire. 
Done, la somme et la diflerence des quantites geometriques o et r,, 
pourront etre representees siiuplement par -t-e,, et — ; (‘t 1 on aura, 

eu egard au theoreme 1, 

-f- V = t'in f' — t 71 “ 

Si, dans la derniere des deux formules precedentes, on pose p = o, 
elle donnera 

J\jr zn: /•„ — 

Soit maintenant la racine de r,, : I’equation 

(1) pri— 'V. 

donnera 

(p”)"nT— ^V*’ 

et, par suite {t'oir le § 1 ), 

(2) p"=/', — 


k designant une quantite entiere, positive, nulle ou negative; puis on 
en conclura 


(3) 




// ’ 



// n 


En vertu de la seconde des formules (3), Tangle polaire 



SUR LES QllANTTTES GEO\rK TRIQIJES. 185 

pourra 6tre un terme quelconque de ia progression arilhmetique dont 
la raison serait Tun dos termes otanl^* II en r6sulte qu’une mem(‘ 

quarilite geoin^trique r,, oflrira n racines du degre //, toiiles comprises 
dans la formule 



et representens par dos rayons vecteurs egaux, menes du p6l(‘ a 
n points qui diviseront line meim* circonference imi parties egales. 
Ajoutons qiic, {’expression (5) reprenant exacternent la nieine valeiir, 

lorsqn’on fait croitre on decroitre le rapport ~ d’une on d(» plusieurs 

unites, par consequent, lorsqu’on fait croitre on decroitre k de n ou 
d’un multiple de ii, il snffira, ponrobtenir les diverses valenrs de eelte 
expression, de prendre successivement pour k les divers termes de la 
suite 

{^) (), I , 2, // — 1 . 

Si p se reduit a zero, (dr a rnnite, on aura simplement 

Alors les diverses valeurs de Texpression (/i), reduifes a la forme 

(7) 

n 

ne seront autre chose que les racines /i''"”*®"de Tunile, representees par 
les divers termes de la suite 

( ^ ) I u ~ I » * * 1 1 r » . . . , I ‘i(„ — 1 1 Tw - 

n u fi 

II est bon d’observer que, parmi ces termes, deux an plus s(‘ reduiront 
a des quantites alg^briques, savoir : le premiiT terme lo— u ct, 
quand n sera pair, le terme — i, que Ton obtiendra en posant 

4 = ~* De plus, comme on aura 

2(Ai — 1)7: 2 71 2)7: /1 71 

=271 , = ‘271 ? •••> 

n n n n 

24 
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U(n-i)7c — -2)7t — 

n n n n 

il est clairque lesfUverses racines de I’unite pourront etre representoes 
non senlement par les divers termes de la suite ( 8 ), mais encore, si n 
est impair, par les termes de la suite 

(9) I ...» I 47ti I 2it» •••• * 'JlulLH’ 

n n n n n >> 

et, si n est pair, par les termes de la suite 

(lu) I (n - 1)7. ' 't;:’ •••' ^( /' -y. 

II n It n n >' 

Si, par exemple, on attribue successivement a n les valeurs 

■i. 3, t) 

on Irouvera pour racine.s nirret’s de I’linile les deux (|iiaiilites alge- 
briques 

— I . hi; 

pour ritcini’s cubi(ju(‘s de I’unite, la seiile (|uaiitite algebrique i, et les 
deux quantites geoiuetriques 

* 71 ’ hr,) 

3 

pour clti runit^, les deux (jiiantites algebri(|ues - i, 

et les deux quantites geonietriques 

I I-, 

li^es entre elles par la tormule 



etc. 

Si, dans I’expression (5), on posaitX:=o, cette expression, riduite i 
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representerait une seule des racines n'*'”"* de r,,. Or, il suffira de multi- 
plier celle-ci par Tune des valeurs de c’est-k-dire, par Tune 

n 

quelconque des racines n'*""'”' de I’unit^, pour reproduire I’expres- 
sion (,')), propre a representer i’une quelconque des racines n''’"“"'de/-,,. 
attendu qiie Ton aura gencralement 



On pent done enoncer la proposition suivante : 

TnEOitfciMK III. — Pour ohtenir le\ du rrses rucincs n""""'' t/’uue quuntitr 
gronudriqur, il suffh dr rnultipUrr successnenirnt I'ltne qudcouquv 
d 'entrr ellcs pur Irs divrrsrs racines /i"'"" ' de I ' unite. 

1\ . Forirtiuns entieres. Equations al^eUriques. 

Nous appellerons /Vmctf'o// cntfVvr d’uiie quantile geoinetriqiie, une 
suinnie de lernies proportionnels i des puissances entieres el positives 
de cetle quantity. Le degre de la puissance la plus elevee sera lef/e_<,'re 
de la I'onction. (^ela pose, si Ton designe par z une quantile geoine- 
Irique variable, et par / une Idnctioii de ; enliere et du degre n, la 
Corine generale de la Conclion / sera 

( I ) / — c/ I A r I- c- r- f . . . '' + h 

a,h,c, ddsignant des coefticients constants, dont chacun 

pourra elre une quantile geoinetrique. Ajoutons que Ton pourra encore 
ecrirc I’eiiualion (i) coinme il suit : 

(•i) .Pf— - :"(/i H- f ... -t- + A;-"" -h 

Si n se reduisait a zero, la I'onction entiere /, se r^duirait a la cons- 
lante a. Dans toute autre hypothese, la i'unction Z sera variable avec 
et son module deviendra infini avec le module de z. En efl'et, posons 
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soit, de [)lus, h le module de la (mnstaiito //, et concevons que le 
module r de viennc a croitre iiidefininrient ; on verra decroitre 
indefinimeiit les modules de . . . , et, par suite, le 

polynome 

h -h -I ... I az " 

s’approchera indefiniment de la limite //. Done, pour d(‘ tres grandes 
valeurs de /*, le liiodule de ce polynome dillerera tres [)eu du module li 
de la eonstante //, el le module // de /, eii egard a la formuh* ( 2 ), 
dilleriTa tres peu du module de hz'\ cN‘st-a-dire du produit 

Done le module H de / deviendra indefiniment grand avec le module/* 
de V ; et a une ralcur finie du madulr It de la fonvUan / ne pourra janiais 
corirspondre quiwe valeur finie du module r de la i^ariahle Z, 

(Concevons maintenant que Ton attrihu(‘ a la variable v un(‘ valeur 
finie, puis h cette valour finie un accroissement 

dont le module p soit tres petit; et en designant ret accroissement 
[)ar Av, nommons A/ raceroissement correspondant de la fonetion /. 
Pour oblenir Z+A/, il suflira de remplacer ^ par + dans le 
second membre de requation (i), ou chaque terme pourra etre d6ve- 
loppe, a Taide de la loranule du binorne, en une suite ordonnee selon 
les puissances entieres (‘t ascendantes de En operant aiiisi et 
reunissant les termes semblables, on obtiendra le developpement de 
Z + AZ en une suite de termes proportionnels aux puissances entieres 
de d’un degre inferieur ou egal a n. Si, de cc^tte suite, on I'otranche 
la fonetion Z repr^sentee par le terme independant de oii obtiendra 
un reste qui sera divisible algebriquement par el qui representera 
le developpement de AZ. Nommons C"' la pfi*!> petite des puissances 
de comprises dans ce developpement. Le quotient que produira la 
division de AZ par sera une fonetion entiere de ^ q”i se reduira, 
pour une valeur nulle de T, a une limite finie et differente de zero. 
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Soienl Up ce quolieiU, et t/l.j; la limito doiit il s'agit. On aura non seu- 
lement 


mais encore 


ef pour des valours dccroissanles de p, rargumcnl de 

convergera vers la limile Cela pose, nonimons A el B les 

exircinites de deux rayons vecleurs qiii, parlanl du pole O, soienl 
represenles en grandeur et e.ii direction par les deux quantiles gcoine- 
Iriques 

/, / + AZ. 


La longueur AB, represenlee geoinelriquenient par AZ, et niiniei ique- 
nient par le module lip'", se mesurera dans une direction qui formera 
I'angle p + wm avec I’axe polaire. Si, d’ailleurs, on fait croilre le 
module p a parlir de zero, le point B, d’abord applique sur le point A, 
decrira unarc dont la droite AB sera la corde; et la tangente menec a 
cot arc par le point A tdrinera, avec I’axe polaire, nn angle egal non 
plus a la somme |l /nm, tnais a sa liinilc ‘J-f ottn. Or, evideininent, 
la distance OB sera plus petite que la distance OA, si le point B est 
intcrieur a la circouferencc' de c.ercle denrite du pole 0 coinme cenirc 
avec le rayon OA; et Ton peut ajouter que cefte derniere condition 
sera (■crtaiiieincnt remplie, pour de Ires pelilos valenrs du module p, 
si la tangente inenee par le point A a I’arc AB (drme nn angle oblns 
avec le prolongpiiieni dn rayon OA, ou, en d’aulres termes, si Tangle 
polaire IT, determine par la I’onnule 

( S ) II = 4 /OUT — I*. 

oHTe un cosirius negatif; ce(|uiaura lieu, parexemple, si Ton a II — 
-Mats, apres avoir choisi arbilrairement pour II un angle dont le 
cosinns soil negatif, on pourra toujoiirs satisl'aire a Tequalion (3), en 
aftribuant a in une valeiir convenabic, puisqne, pour y parvenir, il 
suftira de prendre 

11 I I* ^ c 

7i7 = 


( 4 ) 


III 
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Done, en definitive, si le module fl de /, correspondant ft une valour 
finie de la variable n’est pas nul, on pourra modifier cette valeur de 
maniere a faire deeroitre le module /?. En consequence, la plus petile 
valeur que pourra prendre le module H ne pourra difTerer de zero. 
Mais quarul H s’evanoiiira, la valeur de d’aj^res ce qui a 6te dit plus 
haul, devra resier finie, el, pnis(|irune telle valeur verifiera 1 equation 

/r 

on pourra enoncer la proposition suivantc* : 

Thkohkme 1. — Soient z une qunntitc ^eometnqur varinhlr^ rtZ tmr 
entiere de z. On pourra loujoiirs satis fairr, par une ouplusirurs 
valeurs finies de d V equation 

(5) /-o. 

line valeur finie de qui veritle re(|iialion ( > ), est ce (|u on nomme 
une rncine de cetl(* equalion. Soit une telle racine, la fonction / 
s’evanouira avee la dilVerence z - - z' \ et si \e dei^re' n de cede lonction 
surpasse Tunite, elle s(‘ra le produit de — z’ par une autre tonction 
entiere qui devra s’evanouir a son lour pour uru* nonvelle valeur z 
de z, et sera, en cons(^quence, divisible j)ar — z". En continuant 
ainsi, on linira par etablir la proposition suivante : 

Tiirorkmi: II. — Soil z unc quantile peotnetrKjue vunalde^ et 

Z (I h Z -\ — h . . . -i .ii,' h 

une fonvtion entiere de z du de^re n. L'equation 

/ = 

admettra n racines: et si Ion nomme 

ces tnenies racines^ on aura identiquement^ quel que soil c, 

( 6 ) Z:rzh(z-- 

en sorte que la fonction z sera le produit de la constantc h par les 
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facteurs lineaire.s 

- - - 

II est bon d’observer que, dans le cas oil I’eqiiation (5) se verilie, 
le terme hz" de la fonction - equivaut k la sotntne de tons les antres. 
prise en signe contraire. Done alors le module b/-" de co terme doit 
etre 6 gal ou inferieur a la somme des modules de tous les autres; et si 
I’on nomme b, c, . . . , g, h les modules des coeflicients A, c, ... ,f(, h, 
on doit avoir 

(y) a ' t- lj/‘ “i' C/ - -f ... H- j; /*''“’ — fi/*"— on >- t*. 

Or, cotte derniere condition peut s’ecrire comme il suit : 

a 1) r . 

(S) 1 "t- H Il on '> o. 

D’ailleurs, le premi(T meinbre de la formiile(H) varie, en decruissant, 
par degres insensibles, et passe de la limite oo a la limile — h, tandis 
que rcroit el varie par degres insensibles en passant de zero a I’infini. 
Done ce premier meinbre s’evanouira pour une i^ertaine valeur de r 
qui verifiera I’equation 

((|) il + b/- -t- C /•= + .. . 4- Il /■" — o ; 

et si Ton nomme 1 la racine positive unique de I’equation ( 9 ), la condi- 
tion ( 7 ) ou ( 8 ) donnera r<^l. On peut done enoneer la proposition 
suivante : 

XliKOREMii III. — L('.s nu'nif.s clio.sc.s iHant atliin.s<\s que dtins Ir thi'o- 
rernr II, chncunc des rucincs de Vequalinn proposie nffrirn nn mndtile 
inferieur d la racine positive unique de I’equation auxiUaire qu’on 
obtient lonqu'on remplace. dans la propnsee, chaque terme par son 
module, en affeciant <lu signe — Ir terme qui renferme la plus haute 
puissance de I'inconnue, et tous les autres du signe -|- . 

Lorsque, dans la fonction entiere tous les terines s’evanouissent, 
a Texception des termes extremes a et hz", la formule (5), r^duite k 
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Vequaliim binnme 
( 10 ) 

donne 

(") 

et ses diverses racines nc son! autrcs que les raeines n'™'’’ du rap- 
porl-". 

V. - Sur la resolution des equations al ^i^ehriqucs. 
(^onsiderons toujours une (‘quatlon algebrique 

(0 Zrrro, 

(lont le premier membre 

(2) Zzz- a hz ^-\ i ^ h z'^ 

soil une fonction entiere de la variable 

les coefficienls aj), c, . . Apouvant etre eux-inemes des qiiantites 
geometriques. (^omme on I’a prouve dans le precedent paragraphe, 
cette equation adinettra generalenient n racines, e’est-a-dire que Ton 
|)()urra generalement assignor k z, n valours pour lesquelles la fonc- 
lionZ s’evanouira. Hrsmtdre Tequafion, e’est determinerces racines en 
(•onimen(‘ant par Tune quelconque d’entre elles; et la condition a 
laquelle une methode de resolution devra satisfaire, sera de (ournir 
chaque racine avec telle approximation que Ton voudra. Or le carac- 
tore d'une racine est de reduire a zero la function Z avec son module /?; 
et si des valours successives de correspondent a des valeurs de ti qui 
decroissent sanscesse, en s’approchant indefini merit de la limite zero, 
ces valours de z formeront une s6rie dont le terme general convergera 
vers une racine de Tequation (i). Done, pour resoudre cette Equation, 
il suflira de faire d^croitre indefiniment le module if, et Ton pourra 
considerer comme appropriec a ce buttoute methode qui permettra de 
substituer a une valeur linie quelconque de z une autre valeup qui four- 


a i liz”z=z{), 
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nisse un module scnsiblement plus petit de la fonction Z. D’ailleurs, 
si, de ces deux valeurs de s, la premiere n’est pas nulle, on pourra 
considerer la seconde comme composee de deux parties dont Tune 
serait precis 6 ment la premiere valeur de s, a laquelle s’ajouterait une 
valeur particuliere d’une variable nouvelle qui aurait commence par 
fttre nulle. Done on pent admettre comme methode de resolution tout 
prucede qui permet d’assigner a une variable z comprise dans une 
fonction entiereZ, une valeur a laquelle corresponde un module Tide Z 
scnsiblement inferieur au module du terme constant a, qu’on obtienf 
en posant, dans cette fonction, 3 = o. 

Cela pose, concevons quo, la valeur gdmerale de Z etant donnee par 
I’equation (2), on considere d’abord le cas ob le coefficient d de s 
(lilTere de zero. Si la variable 3 passe d’une valeur nulle k une valeur 
tres peu dilferenle de zero, la fonction Z passera de la valeur a a une 
valeur peu differente de a, et representee approximativement par le 
binome 

a -h bz. 

Si, d’ailleurs, le module de a est tres petit relativement au module 
de />, I’equation (i) offrira, pour I’ordinaire, une racine tr 6 s rap- 
prochee de z 6 ro, et cette racine se confondra scnsiblement avec celle 
de i’equation biuouie 

( J ) 0 — H ^ O, 

ou, ce qui revient au m 6 me, avec la quantite geometrique pn d^ter- 
minee par la formule 

(4) po — — 

On pourra done alors prendre ordinairement la quantity Pe pour 
valeur approchie de I’une des racines de I’equation (i), et c’esl en cela 
que consiste la mHhode ({’approximation lineaire ou newtoniennr . 
Toutefois, la valeur attribuee la variable z ne pourra etre admise 
comme valeur approchee d’une racine qu’autant qu’elle fournira un 
module Rde Z inferieur au module de a. 

•iS 
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Si, en posant 

(5) z =pc,. 

on obtient un module de Z sup^rieur au module de a, on pourra 
substituer it la valeur precedenle de z une autre valeur de la forme 

(6) z ~ i a, 

retant inf6rieur a p, et coiivenablement choisi. Klfectivement, soient 

a- 1 >. c •' 

les modules des coefficients 

(/, b, r ft. 

Le module de 

a hz, 

qui se r^duisait a 

« h 0 “ ft 

lorsqu’on prenail z — pc, deviendra 

(;) a l>/>o. 

lorsqu’on posera z — r^-, alors aussi le module de la somine 

(••j’H- . . . +- gz"-' H hz" 

sera, en verlu du theoreme II du paragrapbe II, egal on inferieur a la 
quantile positive 

cr"-)- . . . -I' ) li/", 

et par suite le module du polynome 

Z — a bz \- cz- . . . + gz'^-' -I- h z” 

sera egal ou inferieur a la quantile positive 

a — i>r cr’ -+ . . . -f- j»r'*-' + li /■" . 

OU, cequi revient au meme, a la difference 

(8) a — r{h — cr ... — <«/■"-’ — h;'"-'). 

Done le module II de Z sera inferieur au module a de la constante a, 
si Ton determine z a I’aide de I’equation (6), en assujettissant le 
module ra verifier non seulement la condition (7), mais encore la 
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suivante : 

(9) b — cr — ... — g/-""* — hr''-*>o. 

D'ailleurs, si Ton nomme rla racine positive unique de I’^uation 

(10) b — c — h r"~’ = o, 

il suf'fira, pour satisfaire simultan6ment aux conditions (7)01(9), que 
le module r devienne inftrieur au plus petit des deux nombres p et r. 
En consequence, on peut enoncer la proposition suivante : 

THEORfeME I. — Soie/U 

Z = a + hz I- rs* + . . , -I- h Aj" 

une fonction entiere de la variable 3 = r^, et 

a. b. c g, Il 

les modules des coefficients 

a, A, .... g, A. 

Supposons, d'ailleurs, que, les coefficients a, b netant pas nuls, on 
nomme p^, la racine de liquation binome 

€L -f- As — O, 

et c la racine positive unique de liquation 

b — cr — ... — g — h = o. 

Pour rendre le module de la fonction Z injirieur au module de son 
premier terme a, il suffira de poser p = ts, et d'attribuer au module r 
de 3 une valeur infirieure au plus petit des deux nombres p, r. 

Nous avons ici suppose que, dans la fonction Z, le coefficient de 3 
ne sereduisait pas a zero. Mais ce coefficient et d’autn>s encore pour- 
raient s’evanouir. Adinettons cette hypothese, ou, ce qui revient au 
meine, supposons la fonction Z determinee, nun plus par I’equa- 
tion (2), mais par une equation de la forme 

(11) Z = a -H A (- s"' +- . . . -I- A 5", 
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les nombres I, m, . . n formant une suite croissante. Alors, si le 
module de a etait tres petit relativement au module de 6, on pourrait, 
dans une premiere approximation, reduire pour I’ordinaire I’^iquation 
algebrique 

Z=o 

k I’equation binome 

(r^) a-\-bz^—o, 

De plus, en raisonnant comme ci-dessus, on etabliniil ii la place du 
theoreme I, la proposition suivanie : 

Theor^me II. — Soient 

Z — a hz^ f r r/" -4- . . . f 

une fonction entih'e de la imriable z = et 

a, b, r, . . . , ii 

les modules des coe fjicients 

a, />, (\ //. 

Supposons^ d*ailleurs^ que les nombres /, ///, . . . , w forment une suite 
croissante^ et que^ les coefficients b n^ctant pas nuls^ on nornme p^r 
Vune quelconque des racines de r equation binome 

a \ bz^z=: o, 

et r la racine positive unique de C equation 

( 1 3 ) b — c . - Ii o. 

Pour rcndre le module de la fonction Z inferieur au module de son 
premier terme il sufjira de poser ^ et d'attribuer au module r 
de z une valeur infirieure au plus petit des deux nombres p, r. 

En s’appuyant sur les theoremes I et II, on pourra, d’une valeur 
nulle de z, deduire une s6rie d’autres valeurs auxquelles corres- 
pondront des valeurs sans cesse d^croissantes du module R de la 
fonction Z. Si ces valeurs decroissanles do R s’approchent indelini- 
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ment de zero, les valeurs correspondantes de s convergeront vers une 
limite qui sera certainement une racine de I’equation (i). Mais il peut 
arriver aussi que ies valeurs de /f successivement obtenues d6croissent 
sans s’approcher indefiniment de zero. C’est ce que Ton reconnaiira 
sans peine en essayant d’appliquer les th^or^mes enonces ^ la resolu- 
tion d’equations tres simples, par exemple d’equations du second 
degre. 

En effet, considerons le cas oR, Z elant du second degre Ton aurait, 

(i/)) Z= a -f- A; -4- 

Supposons, d’ailleurs, que a, b, c etant les modules de a, b, c, on ait 

a — a, h — — b, c “ c. 

La valeur de /, deviendra 

(15) Z —tt — hz -h r.z'-- 
et les racines pc,. r des equations 

a — })— 

seront 

a b 

de sorte qu’on aura encore 

a 

P~b’ 

Si, d’ailleurs, p est superieur a r, oti, ce qui revient au meme, si 
Ton a 

(16) ac — b*>o; 

alors, pour obtenir iin module de Z inferienr au module a, il suflira, 
en vertu du theoreme I, de poser 

(17) z — Ot, 

6 designant un nombre entier inl'erieur a I’unite, mais qui pourra 
varier arbitrairement entre les limites o, i ; et comme, en posant 

(18) - = -t- 

on trouvera 

(* 9 ) 


Z=a'— b't-f-<?S 
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les valeurs de a', b' etant 

(20) a'=a — b'— (1 — tO)h: 

il est clair qu’a la valeur zero de ou, ce qui revient an meme, a ia 
valeur Or de z correspondra un module de Z, inferieur au module a, el 
represent^ par a'. II y a plus : comme des forrnules (20), jointes a la 
condition (i6\ on tirera 

(21) a'c - b'->o. 

il sul'lira d’appliquer le th^orcmc 1 ^ la valeur generale de Z, que 
determine non plus Tequation (i 5 ), mais I'equation transformee (19), 
pour demontrer que le module de Z decroitra encore si la nouvelle 
variable C passe de la valeur z^iro a la valeur 

e- = 6Bt. 

C 

0 etant determine par la formule 

ft I - 26. 

OU, ce qui revient au m6me, si la variable 3 passe de la valeur Or ^ la 
valeur Or(i-+- 0 ). En continuant ainsi, on reconnaitra que, pour 
obtenir des valeurs decroissantes du module de Z, il suffit de prendre 
pour valeurs successives de z les divers tcrmes de la suite 

(22) o, Ot, er(i-i-ft), 0 f(i 0 - 4 - 0 «), 

Or le terme general de cette suite converge vers la limite 

9 I 

I — 0 ?, 

et comme, en supposant remplie la condition (16), on trouve, pour 
1 I b 


7 — ^ T ^ 1 

4 c 4 


il est clair que, dans cette hypoth^se, la limite vers laquelle converge 
le terme g^n^ral de la serie (22) ne peut etre une racine de I’equation 
du second degre 


a — hz -f- o. 
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On arriverait aux memes conclusions en formant la serie des valeurs 
d^croissanies du module R de qui correspondraient aux valeurs 
successives de la variable z, et Ton reconnattrait ainsi que le terme 
general de cette nouvelle s^.rie, au lieu de s’approcher indefiniment de 
zero, converge vers la limite 

a (I -O)tb(n-0>+0'H-.. .) = a - - i'-T , ^ bt = a - ] br. 

1 — »- I 

par consequent vers la limite. a ~ ^ superieure a -a. 

La limite vers laquclte converge le terme general de la serie ( 22 ) 
n’etant pas une racine de I’equalion ( 2 i\ on pourrait 6tre tente de 
regarder le calcul de cette limite commc inutile ^ la resolution de cette 
equation. Mais cette opinion serait une erreur; car si Ton decompose 
la variable z en deux parties dont la premiere soil la limite trouvee, 
oil en d’autres termes, si Ton pose 



il suffira de substituer a la variable z la nouvelle variable C, pour 
reduire I’equation (23) a I’equation binome 

( 2 ^) a'-|-cJ*=o, 

la valeur a' etant 

, I b= 

a = a — 7 ' • 

I c 

D’ailleurs, les deux racines de I’equation ( 2 /j) ne soiit autres que les 
deux racines carrees du rapport — 

G^n^ralement, si, au lieu d’une ^uation du second degre, on 
considere une equation de degr6 quelconque, la serie des valeurs dej, 
successivement d^duites des regies que nous avons ^noneees, et cor- 
respondant a des valeurs d^croissantes du module R de Z, pourra 
converger vers une limite qui, n’^tant pas une racine de I’equation 
donn^e, ne fasse pas ^vanouir le module R. Mais alors il suffira 
d’attribuer a cette limite un accroissement represent^ par une nouvelle 
variable C; puis de substituer Hi k z, pour obtenir, a la place de I’cqua- 
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tion donnee, une equalion transfornice, de laquelle on pourra deduire, 
par I’application des memos regies, une nouvelle serie de valours de 
et par consequent une nouvelle serie de valeurs de z, correspondant 
a de nouvelles valeurs d6croissantes du module /?. 

En continuant de la sorte, c’est-a-dire en deduisant, s’il est neces- 
saire, des regies enoncees plusieurs series de valeurs de z, en deter- 
minant d’ailleurs avec une approximation suffisante les limites vers 
lesquelles convergent les terines gcneraux de ces series, et en trans- 
formant I’equation donnee par rintroduction de variables nouvelles 
qui, ajoutees a ces limites, reproduisent la variable z, on pourra non 
seulement diminuer sans cesse, mais encore rapproclier indtdiniment 
de zero le module It; par consequent, on linirapar resoudre I’equation 
donnee avec une approximation aussi grande quo Ton voudra. II y a 
plus : cettc mt'ithode de resolution pent encore servir a demontrer 
I’existence des racines. Lorsqu’on veut I’employer a cet usage, il n’esi 
pas absolument necessaire de considerer les equations auxiliaires ( 3 ) 
et (lo), ou (12) et (i 3 ); il suffit d’observcr que Ton satisfait aux con- 
ditions requises, par exemple aux conditions (7) e( (9), en attribuant 
au module r de - une valeur infiniment petite; et Ton se trouve ainsi 
ramene au theoreme I du paragraphe IV, par une demonstration qui 
est prccisement cellc qu’en a donnee M. Argand dans un article que 
renferme le volume IV des Annales «Ie M. Gergonne, pages i 3 r) et 
suivantes (*). C’est encore a cette demonstration que se reduit celle 
que M. Legendre a proposee pour le mfeme theoreme dans la seconde 
edition de la Thdorie des nornbres. D’ailleurs M. Legendre observe 
qu’en diininuant eonlinuellement le module d’une fonction entiere par 
des operations semblables, r^petees convenablement, on parviendra, 
en definitive, a une valeur de ce module aussi petite que Ton voudra; 
il presente, en consequence, ce decroissement graduel comme 


( ^ } J’ni on CO momont sous los yeux un t'xomplairo fie I’ouvrage donl cet article olfro 
lo rosuino. Cet ouvraj^^o, qui a pour litre : Essni sur une manidre de repr^senter les 
qwintites iniaginnires dans les const rur lions "doniStriques^ porle la dale fie iSoG. Le nom 
de Tauteur, Hohert Argand, de Geneve, est 6crit k la main. 
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methode de resolution pour les equations algebriques, et surtout 
comme propre k fournir une premiere valour approchee d’une racine 
d’une telle equation. Mais le moyen qii’il propose pour conduire Ic 
calculateur & ce but laisse beaucoup 4 d^sirer, et consiste 4 fairs 
decroitre le module de la foriction entiere Z, en attribuant ii la 
variables une valeur ^gale au produit d’un coefficient tres petit, par 
la racine de I’equation ( 3 ), ou par une racine de I’^uation (12). Du 
reste, il n’explique pas comment on doit s’y prendre pour obtenir un 
coefficient d’une petitesse telle, que le module Z decroisse eflective- 
menf, et ne parle pas de I’eqiiation (10) ou (i 3 ), qui permet de 
repondre a cette question. Ajoutons que, meme en ayant egard a 
I’equation (10) ou (i3), et en suivant la methode ci-dessus tracee, on 
peut etre expose ii iin travail long et penible, si Ton n’a pas soin de 
choisir convenabicment les quanlites que la methode laisse indeter- 
minees; par exemple, le nombre d6signe par 6 dans la formule (18). 
Supposons, pour fixer les idees, <[ue Tequation ( 23 ) se reduise a la 
suivante : 

•J! — J -+■ 5 *=r o. 

Alors, le rapport ^ ou r etant reduit a I’linite, le n'*”' (erme de la 
serie (22 ) sera 

+ J - ie’—, 

et convergera, pour des valours croissantes de n, vers la limite - • Mais 

il s’approchera tres lentement de cette limite, si I on attribue au 
nombre 9 une valeur peu differente de z6ro, a laquelle correspondra 
une valeur de 0 peu differente de I’unite. Done alors on devra pro- 
longer fort loin la s4rie (22), avant d’obtenir un terme sensiblement 
egal a cette limite; et Ton peut ajouter que les valeurs de B, corres- 
pondantes aux valeurs successives de z, decroitront tres lentement. A 
la verite, dans le cas present, on peut determiner directement la limite 
cherch6e. Mais il n’en sera plus de meme quand l’4quation donnee 
sera d’un degre sup6rieur au second ; et generalement le calcul des 

CEuvres de C, — S. II, t. XIV. 26 
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valeurs successives de z deviendra penible, si le module /f decroit tr^s 
lentement tandis que Ton passe d’une valeur de a a la suivante : ce 
qiii obligcra le calculateur d’effectuer une longue suile d’op^rations 
avant que ce module devienne sensiblement nul. 

On evitera ces inconv^nients, ou, du moins, on les attenuera nola- 
blement si, en appliquani a une fonclion entiere Z le theoreme I 
ou II, on attribue ri la variable un module r qui, sans depasser la 
plus petite des limites indiquoes p et r, fasse dccroitre, autant qu’il 
sera possible, le module de Z. D’ailleiirs, lorsque le coefficient de z 
dans Z etant dillerent de z^ro, on attribue a la variable z, avec I’argu- 
ment gj, un module egal et inferieur au plus petit des nombres p, r, le 
module de Z ne d^passe pas la somme (8), savoir : 

(8) a — /‘(h — cr — ... __ 1, 

dont la valeur minimum, inferieure a a, correspond a la valeur 
maximum du produit 

(‘25) r(l)--cr ... ). 

Enfin, le produit (aS), dont les deux lacteurs s’evanouissent, le 
premier quand on pose /• = o, le second quand on pose r=x, aura 
pour maximum une valeur positive correspondante a une valeurt de r, 
qui verifiera la condition 

i < r. 

Cela pose, la quantite », inferieure a r, sera la valeur de r a laquellc 
correspondra la valeur minimum de la somme (8), quo le module de Z 
ne depassera point si Ton a /•< o. On se trouvera done naturellement 
conduit a substituer, dans le th6oreme 1, t a r; on pourra meme 
reduire le module r de s a celle des deux quantiles p, t qui fournira le 
plus petit module de Z; et Ton obtiendra ainsi, pour la resolution des 
equations algebriques, la methode nouvelle et tres simple qui fera 
I’objet de I’article suivant. 
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l»OIJR LA 

RESOLUTION DES EOLATIONS ALGEBRIQLES 


Soil toujours 

( I ) Zi ~ CL + h Z Z~ ... ^ li z" 

une fonction entiere de la variable 


Corame on I’a expliquc dans le Memoire pr^cedenl, on pourrar^soudre 
line Equation alg^brique quciconque a I’aide de tout procede qui four- 
nira pour la variable z une valeur a laquelle correspondra un module R 
de la fonction Z, sensiblenient inferieur au module a du premier 
terme a. 

Cela pose, consid^rons d’abord le cas oil, la valeur de Z elan! 
donn6e par I’equation (i), le coefficient h de z diff6re de z6ro. Alors 
une methode de resolution tres simple pourra evidemment se deduire 
du theoreme que nous allons enoncer, 

TheorEme 1. — Soirnt 

(0 ^ ^ ^ Z” . . . “4“ ^ “1“ /i z 

line fonction entiere de la variable z = et 

a, b, c, g, h, 

les modules des coefficients 

Oj />, c, • • • } /* • 
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Supposons dailleurs que^ les coefficients a, b nitant pas nulsy on 
nomme la racine de V equation binome 

(2) 

et X la valeur de rpour laquelle le prodiiit 

(3) /’(b — cr - ... — li/"-’ ) 

dei'ient un maximum, o//, ce qtii revient an merne^ la racine positive 
unique de V equation 

( 4 ) b — ?.cr — . . . — {n — I ) g — u li r- o . 

Pour rendre le module de la fonction Z inferieur au module de son 
premier terme a, il suffira de rMuire ce module R a la plus petite des 
deux valeurs quon obtient quand on pose successivement 

^ ~ Pert ^ " ^CT* 

Demonstration. — Lorsque, I’arguinent de z etant egal a cj, le 
module de 2 est egal ou inferieur a p, le module du binome a-\-hz se 
reduit a la dilTerence 

a — br; 

par consequent, le module de Z ne siirpasse pas la somme 

(5) a — b/’-(- c + gr"~'-l- li/'". 

D’autre pari, le produit (3), qui croitra en passant d’une valeur iiulle 
a sa valeur maximum, tandis que r croitra depuis zero jusqu’a r, sera 
toujours positif dans cet intervalle. Done, pour r=ou <^t, on aura 

(6) cr- + . . li7-''< b/'. 

Or il resulte immediateinent de cette derniere formule que, si Ton 
reduit le module r au plus petit des deux nombres p, t, la somme (5), 
et k plus forte raison le module fi de Z, offriront des valeurs infe- 
rieures au module a. Done le plus petit des modules de Z, correspon- 
dant aux valeurs p^, de 2 , sera certainement inferieur au 
module a. 
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Corollaire. — II est bon d’observer que, si I’on considere le pro- 
duit (3) conime fonction de r, ce produit, qui croit toujours avec r 
quand on fait varier r entre les iimites o, t, oflVira dans cet inlervalle 
uiie d6riv6e toujours positive. Done, pour on aura toujours 

b — acr — — i)gr"-' — riYir"-' > o, 

ou, c(’ qui revietit au menie, 

b r — a c — I )g « b /■">(» : 

puis on en conclura 

(7) b/- — c/-'-— . . . — g/-"-' — c/'--+-. . . + (« — a)g (// — i)lir''. 

Or, en vertu de cette derniere formule, qui entraine evidemment avec 
elle la condition (6), le module a surpassera la somme (5) d’uiie 
quantitc superieure au nombre a determine par la formule 

(8) a — C/-- + . . .-h (/< — a)g;-"-' -h (n — 1 

Done, par suite, le module R de / deviendra inferieur a la dilference 
a— a, si Ton pose z = en prenant pour r le plus petit des deux 
noinbres p, i ; et, a plus forte raison, si Ton reduit le module R a la 
plus petite des deux valeurs qu’il acquiert quand on pose suecessive- 
naent z z = 

Ajoutons que le nombre a ne s’evanouira jamais, si ce n’estdans le 
cas particulier oil, les coefficients c, . . g’, h s’^vanouissant tous 
simultanement, le polynome Z se trouverail riduit au binome « + 
D’ailleurs, dans ce cas particulier, I’equation algebrique / = o se 
reduirait precisement a requalion binome o bz =o,donl la racine 

est = Pb,= ^ • 

Considerons maiiitenant le cas oil dans la lonction Z, le coel- 
ficient de s s’evanouirait; ou, ce qui revient au meme, supposons cette 
fonction determinee, non plus par la formule (i), mats par une Equa- 
tion de la forme 


. . + /i:". 
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Alors, ail theoreiiie I, on pourra substituer la proposition suivante : 


ThrorIime II. — Soient 

(9) 7 a A- b -V- . . . }l Z" , 

une fonction entitre de la variable z = et 

a, b, c, . . . , h, 

les modules des coefficients 

a, />, r, A. 

Supposons d^aillenrs qac les nombres /, forrnent une suite 

croissante^ et que^ les coefficients a^ A, n'Hant pas nuls, on nomrne p^y, 
fane quelconque des racines de F equation binorne 

(10) a -f- bz‘z=z o. 

Enfiriy soil x la valeur de /*, pour laquelle le produit 

(11) W( A — (’f'tn-i — ^ ^ ^ 

desfient un maximum, ou, ce qui renent au mHne^ la racine positive 
unique de V Equation 

(12) / b -- m (• . - n h o. 

l^our rendre le module de la fonction Z inferieur au module de son pre- 
mier terme a, il sujfira de reduire ce module a la plus petite des deux 
valeurs quHl obtient quand on pose successivement 

Z Ppj, Z — Vyj. 

Demonstration. — Lorsqiie, I’argument de z etant egal a cj, le module 
de z est 6gal ou inferieur a p, le module du biiiume a -I- bz^ se reduil 
il la difference 

« — b /■' ; 

par consequent, le module de Z ne surpasse pas la sornme 

( 1 3 ) a — b H- c r'" I- . . . -I- Il r" . 
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D'autre part, le produit(i i), qui croitra en passant d’une valeur nulle 
k sa valeur maximum, tandis que r croitra depuis zero jusqu'k t, sera 
toujours positif dans cet intervalle. Done, pour r = ou < t, on aura 

( 1 4 ) c -h , . . -f h r" < b r^. 

Or, il resulte imm^diatement de cette derniere foriniile que, si I’on 
r^duit le module rau plus petit desdeux nombres p, v, la somme (i.'i) 
et a plus forte raison le module de Z, ofl'riront des valeurs inferieures 
au module a. Done le plus petit des modules de Z correspondants aiix 
valeurs p„, de z, sera certainement inferieiir au module a. 

Cnrollaire. — II est bon d’observer que, si Ton considere le pro- 
duit (ii) eomme une fonction de /•, ce produit, qui croit toujours 
avec r entre les liinites o, ofirira dans eet intervalle une deriv^e 
toujours positive. Done, pour /’<^ v, on aura toujours 

on, ce qui revieni au m6nie, 

Ihr' — ni c r*” - ... - /i li / " " - o ; 

puis on en conclura 

( 1 6 ) b r' — c r'" . . . — h /•'' > ^ y ~ i ^ c r'" H- . . . 4 — i ^ . 

Or, en verlu de cette derniere forrnule, qui entraine evideinmcnt aver 
eile la coridition (i4)» le module a surpassera la somme (13) d’une 
quantile superieure au nombre a determine par la forrnule 

(17) a z _ — I j -h. • ( 7 ■" ' ) l‘' • 

Done, par suite, le module R de Z deviendra inferieur a la quantite 
a — a, si Ton pose z — r^, en prenant pour /• le plus petit des deux 
nombres p, i,, et a plus forte raison si Ton reduit le module /t a la plus 
petite des deux valeurs qu’il acquiert quand on pose successivement 
5 = p,3, j Ajoutons que le nombre a ne s’evafiouira jamais, si ce 
n’est dans le cas particulier od, les coefficients c. .... g, h s’evanouis- 
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sant tous simultanement, le poiynome Z se trOuverait r^duit au 
binome a-\-bz'. D’ailleurs dans cc cas particulier, I’equation Z = o 
se r^duirait pr^cis^ment a I’^quation binome a -\-bz'=o, dont les 
racines se confondent avec les racines de degre I du rapport — 
Tune d’elles etant pn. 

L'application du theoreine I ou 11 aux fonctions entieres, qui repre- 
sentent les premiers membrcs d’une equation algebriquc et de ses 
transformees successives, fournit, pour la resolution de cette equa- 
tion, une methode et des formules precises qui ne renf’orment plus de 
quanlites indeterminees et arbilraires, analogues au nombre 6 du 
M6moire precedent. A la v6rite, pour deduire cette methode des 
principes exposes dans ie Mernoire precedent, il suffit d’attribuer aux 
indeterminees dont il s’agit des valeurs speciales, en prenant, par 

exemple, 0= Mais comme ces valeurs speciales sont precisement 
celles qui font decroitre plus rapidement le module de la fonction 
entiere donnee, ou, du moins, certains nombres que ce module ne 
depasse point, elles seront aussi generalernent celles qui rendront les 
approximations plus rapides. 

Supposons, pour fixer les idees, que Ton applique la nouvelle 
methode a la formule ( a'^) de la page 177 ('), c’est-a-dire a I’equation 
du second degre 

a — h3 -h CG-:i= o, 

en supposant toiijours 

ac — b-> o. 

On trouvera 

i* I b ^ 

p„_-, « = CV-; 

puis, en prenant 


et faisant, pour abreger, a'=a — a, on obtiendra immi^iatement la 
transform^e 

a'+cj^^ro, 


dont les deux racines coincident avec les racines carries du rap- 


(’) /Wr ce I’ome, p. 198. 
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port — On retrouvera done aussi I’eqnation (24) de la page 199; 
et, ce qu’il importe de remarquer, on aura ete conduit a cette Equa- 
tion, non plus par la recherche de la limite vers laquelle converge le 
terine general d’une serie forinee avec des valours successives de la 
variables, inais par la determination d’une seule valeurde cette menie 
variable. 

S’il arrivait que la function Z ofTrit, a la suite de son premier terme a, 
uri ou plusicurs autres termes dont les coefficients fussent sensible- 
ment nuls, on ponrrait, en sc servant du thcoreme I on If pour deter- 
miner un module de Z infericur a ceini de o, fairc abstraction de ces 
memes termes, sauf a constater ('iisuitc que le module trouve de Z, 
quand on a Egard aux termes omis, reste inferieur au module de a. 
Cette remarque permet d’ernployer la nouvelle methode a la resolution 
d’une Equation numErique donnee, dans le cas meme oil I’application 
rigoureuse des theoremes I et II aux premiers membres des trans- 
formEes de cette e<iualion ferait decroilre tres lentement, apres un 
certain nombre d’operatiuns, les modules de ces premiers membres. 

On sait que Ton [leut toujuiirs ramener la resolution d’une equation 
algebrique au cas 011 cette Equation n’olfre pas de racines egales. 
D’ailleurs, lorsque a I’aide de la nouvelle methode on sera parvenu a 
une valeur tres approchee co d’une racine simple d’une equation alge- 
hrique 

alors, en posant 

(18) 

on transformera Z cn une fonction de dans laijuelle le terme cons- 
tant sera sensiblement nul, tandis que le coefficient de 'Q dillErera 
sensiblement de zEro. Quant au coeflicient de s", il se reduira precisE- 
rnentau coeflicient de z" dans la fonction Z. Done, dans rhypothese 
admisc, on trouvera 

(19) Z=II I b; -i~ . .-4 //?", 

0, b, c, ..., fldEsignantde nouveaux coefficients dont le premier a offrira 

UCiwrcs de. C. — S. 11, I. XI\ . 
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un module tres petit, landis que le module de b ditrerera scnsiblement 
de zero. Done alors, en vertu du theoreme 1, il 1‘audra, pour rendre le 
module de / inferieur au module de a, poser 


( 20 ) 




: O, 


on, ce (jui revient au ineme, 


ot, par suite, la nouvelle valeur approchee de la racine simple qui dif- 
ferait pen de (o, sera celle que determine la lorinule 


('>/>) 


II 


Ainsi la nouKellr rncthadc^ appliquee a la resolution d*une equation 
algehrique qui noffre pas de racines e gales ^ finira par coincider ^ apres 
un certain nornbre (rop(^rations^ aeec la methode lineaire ou nax'to- 


nienne. 



ADDITION AU MfiMOIRE PRECEDENT 


La methode quo nous avons appliqu6e dans le Memoire precedent a 
la reduction du module d’une fonction entiere de la variable z, pcut 
subir une modification qu’il est bon de connaitre, et que nous aliens 
indiquer. 

Soient toujours 

^ __ Cl h Z -4- C Z~ ~\r . • . ~f“ z'^ ^ -r h // /> 

une fonction entiere de la variable z et 

a, b, c, g, It 

les modules des coefficients 

a, b, Cy ...» A'’ 

Soil encore 

a 

Pw — -' T 


la racine unique de Tequation lineaire 

(I — b Z zzz t). 


en sorte qu’on ait 

a 

p=b’ 

et posons 

r) = c-h...-h A'-"”" -+• A Z"-’, 

C = c H- g p"— ' -I- h p"-'. 


On aura 

( 1 ) 2 — Cl H- z ^z~ , 

Cela pos6, lorsqu’on prendra s — r^, le module /-^tant egal ou inferieur 
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m 

k p, on obtiendra evidemnient un module de () egal ou inf6rieur a C, 
et, par suite, un modulo de Z egal ou inferieur a la somme 

(a) a — !)/• H- Cr’. 

Or, la valeur minimum de cette somme, savoir, 

1 b= 

- 47 :’ 

esl inferieure, quand b ne s’evanouit pas, au modulo a, et correspond 
a un module ^ do ^ determine par la formule 

h 


Done, si Ton a 


on, ce qui revient au memo, 


(> 


I b- 

» 

i a 


il sul'lira de poser C =«-r.i pour obtenir un module de Z inferieur a a. 
Si, au contraire, on a . p, ou, ce qui revient au memo, 

2 a 

il suffira de poser ; jtour obtenir un module de / inferieur a 



et, par consequent, a 



Ainsi, on resume, on pent enoncer la proposition suivante : 

TnEORfeMK I. — Soil 

Z—a \ hz . . . h ' 4 

unr fonction enlietr dc la variable z, Soient encore a, b, c, . . . , g, h les 
modules des coefficients a^ b, c^ . . . ^ h\^a etb Hunt supposes distincts 
de sm>], et la racine unique de V equation lineaire 

a -i h z m o ; 
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2J3 


enjin^ prenons 
et 


(] ™ c 4“ g:p"" * -f- li p"~- 




h_ 

vr: * 


II xu/Jira de poser = pn si I’ on a p<t, el C = si V on a p>i, pour 
aboisser le module Rde Z au-dessous cf line limite inferieure au module a 

dc a \ stieoir, duns le premier cus, au-dessous de lu limite ' a. et, duns le 

second cus, uu-dessous de lu limite a — > 4 • 

II pourrail arriver qu’uii ou plusieurs des coeflicieiifs 6, c, , . . se 
reduisenl a zero. Alors, a I’aide de raisoiinenients semblables a ceux 
dont nous avons fait usage, on obtiendrait, a la place dii theoreme 1, 
la proposition suivanie : 

Thkok^.mk II. — Soil 

Z — a-\ h:-' 1 r z"‘ H- . . . i A 


une function entiere de la imriable Soient encore a, b. c, . . ., h les 
modules des coefficients u, b, c, . . . , It, el I'une des rucines de V equa- 
tion binome 

H h ~~ (> ; 


cnfin, prenons 
et 


(> = c -4 . . . -f- ll 0 "“'" 



ll snffira de poser z = si Von a p<v, et z = si Von n p<t, pour 
abaisser le module R de / nn-dessous dUine lindte. in ferieure an module a 

de a, sui’oiry dans le premier cas, au-dessous de la limite a (/ ), et, 

dans le second cas, au-dessous de la limits a — — — 

^ m 


(') Lu liinile HoiiL il s’iigil s»^ presoiite triihord sous la fornio mais I’etjuulioii 

hi -u= 
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Les deux th^oremes que nous venons d’etablir fournissent, pour la 
reduction du module d'une function entifere quelconque, et, par suite, 
pour la resolution des equations de tous les degres, une methode faci- 
leinent applicable, puisqu’en la suivant, on a seulement a resoudre 
des equations lineaires ou des equations binomes. Ajoutons qu apres 
un certain nombre d’operations, cette methode nouvelle finit toujours 
par coincider avec la methode lineaire ou newtonienne, quand on a 
reduit, comme on peul toujours le faire, Tequation proposee a n’avoir 
que des racines inegales entre elles. 


joinle la condition p < v, donno 
el, comme on a d’aillours 


1)/ > //iCp"'-', 


a = bp', 


on tire des deux dornieres ronmiles, combin6es entre elles par \oie de multiplication, 

a / > mCp"' ; 


par consequent, 



MEMOIRE 


SUR 

QUELQUES DfiFINITIONS GfiNfiRALEMENT ADOPTEES 

EN ARlTHMfiTIQUE ET EN ALGEBRE 


Comnip je I’ai romarque dans V Analyse algrbrif/ue, quclques defini- 
tions generaletnent adoptees en arithmetique et en algehre, speciale- 
menl la definition d’un produil et la definition d’nne puissance, ne 
pouveiil etre bien comj)rises qu'a I’aide de developpernents et 
d’explications qui font disparaitre ce que ces definitions ofirenl, au 
premier ahord, de vague et d’indetermine. En effet, dire que, pour 
obtenir un produit, il /out operer sur le multiplicande, conime on opere 
site r unite pour obtenir le rnultiplicateiir, c’est donner de ce produil 
une definition qui, pour devenir ciaire et precise, exige que Ton 
explique quelles sont les operations a efl'ectuer. 

D’autre part, comme Euler I’a inontri?!, I’arithmetique et I’algebre 
s’appuient sur deux notions fundainentales, qui se presentent naturel- 
lement a I’esprit, di*s que Ton veut comparer deux grandeurs entre 
elles, savoir, les notions de rapport arithmetique et de rapport geome- 
trique. 

En etfet, deux grandeurs do meme espece peuvent etre comparees 
entre elles sous deux points de vue dilliiirents. 

La mesure de la seconde grandeur comparee a la premiere, est un 
nombre qui represento le rapport (') geornetrique de Tune a I’autrc. 
Vincerse de ce nombre ou de ce rapport est la mesure de la premiere 


(‘) Lnrsque lo mot rapport t'sl employr seiil, il ^^oiioraliMiitMil, comrne Ton 

sail, un rapport g6om6lriqiio, 
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grandeur coinparee k la seconde. Lorsque les deux grandeurs sent 
egales, leur rapport direct ou indirect se reduit a I’unite de nombre. 

l/augmentatioii ou la diminution qu’il faut faire snbir a la premiere 
grandeur pour obteiiir la seconde, est unc quantity positnr ou negative 
qui represente le rapport arithmeliqur de la seconde a la premiere. La 
quantile opposee est la diminution ou raugmentation qu’il faut faire 
subir a la seconde grandeur pour obtenir la premiere. Lorsque deux 
grandeurs sont 6gales, leur rapport arithmetique est uue grandeur 
niille, doiit la mesure est le nombre zero. 

Ces notions de rapport arithmetique el de rapport geom6triqne 
etant une fois admises, les quatre operations fondamentales de I’arilh- 
metique et de I’algebre, savoir, I’addition, la soustraction, la multi- 
plication, la division, peuvent 6tre aisement definies en termes clairs 
el precis. lui effet, on peut (lire (|ue la soustraction et la division se 
bornent a determiner les rapports arithmetique et geornelrique de 
deux grandeurs, Vaddition et la multiplication, a determiner Tune 
des grandeurs, quand on connait I’autre avec le rapport arithmetique 
ou geometri(iue de rune a I’autre. 

On peutaussi, de la notion de rapport arithmeli(|ue ou geometrique, 
passer immediatement, comme I’oii sait, ii celle des proportions et des 
progressions, puis a la notion des puissances des nombres el de leurs 
degres ou exposants. Les delinitions et les theoremes que Ton obtient 
alors etant bien connus, je me bornerai a les rappeler en peu de mots. 

Une proportion arithmetique ou geornelrique n’esl autre chose que 
Vegalite de deux rapports arithrneliques ou gmmetriques. 

Unc progt'cssion arithmetique ou geometrique est une suite dans 
laqiiellc le rapport arithmetique ou geometrique de chaque lerme au 
precedent, se reduit a un nombre ou a une quantile constante, que 
Ton nomine le rapport ou la raison de la progression dont il s'agit. 

De la detinition mfeme des progressions arithmetiques et geom6- 
triques, on deduit immediatement les propositions suivantes : 


TaftonKME 1. - Dans toule progression arithmMque dont un terrne se 
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riduit (i ziro^ le tcrrne suimnt est la liaison m^me de la progression. De 
plus ^ le rapport arithmetique de deux termes est encore un terrne de la 
progression: et^ pour obtenir le rapport arithmetique d'un terme quel- 
conqiie a tun des termes precedents, il suffit d' a j outer la raison a elle~ 
rnemc autant de fois qu'il y a d' unites dans le nombre des termes inter- 
mediaires. 

Tiikorkme II. — Dans toute progression geometrique dont un terme se 
rMuit d tuniti, le terme suivant est la raison uu^mede la progression. De 
plus, le rapport geomHrique de deux termes est encore un terme de la 
progression : el, pour obtenir le rapport geometrique d*un terme quel- 
conque d tun des termes precMents, il sujfit de multiplier la raison par 
elle-mdme autant de fois qitil y a (t unites dans le not fibre des termes 
intermediaires, 

De ces deux iheoremes on tire encore le snivant : 

Tni:Of\!':ME III. — htant donnees nne progression arithmetique dont un 
terme se reduit d zero, et une progression geometrique dont un terme se 
reduit d i unite si ton fait correspondre au.r termes de tune les termes 
de r autre, de telle sorte qitau terme zero de la progression arithmetique, 
corresponde le terme i de la progression geometrique alors le rapport 
arithmetique entre deux termes de la progression arithmetique et le rap- 
port geometrique entre les deux termes correspondants de la progression 
geometrique^ seront deux nom eaux termes qui appartiendront respec- 
tieement aux deux progressions indefiniment prolongees., et qui corres- 
pondront encore Van d 1' autre. 

Goncevons, en particulier, que, la raison de la progression arithrne- 
tique 6tant reduite a Tuiiite, la raison de la progression geometrique 
soit line quantite positive representee par lalettreA. Les divers (ermes 
de la progression arithmetique se reduiront aux quantiles entieres 

(1) —3, —58, —I, O, 1, 2, 3 

et les termes correspondants de la progression geometrique seront 

( 2 ) , > - » 1 , A, AA, AA4, .... 

^ ^ AAA AA A 

(Jt:uK'rcs dr r. — s. Jl, I. xn 
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Alors aussi, n 4tant Tun quelconque des termes de la progression 
arithmetique, le terme correspondant de la progression g^ometrique 
sera ce que Ton nomme la puissance entiere de a, du degre marqii6 par 
Vexposant n, et ce que Ton d^signe par la notation a". Cela pose, on 
aura non seuleinent 

(3) 

inais encore 

(4) ...1 A“~AA, a' AAA, 


et 

(5) 



1 

AAA ’ 


En vertu des formules (/j) et (f*), si n esi positif* el represente en con- 
sequence un nombrc entier, la n'*'""' puissance de a, representee par la 
notation a", ne sera autre chose que le produit de n facteursegaux a a, 
et Ton aura, de plus, 

-n _ * 

A" 


Ajoutons que, si ni, n representent deux quantites entieres quel- 
conques, on aura, en vertu du troisieme Iheorerne, 


(6) 


a"' 

A^ 


— - - n 


Done le rapport geometrique dc deux puissances entieres de a est encore 
line puissance cnlidre dont Vexposant se reduit au rapport arithniHique 
des exposants des deux premieres, 

Supposons maiiitenant que, n etant un nonibre enlier quelconque, 
on choisisse le nornbre a de maniere a verifier Tequation 

(7) a''=A; 

alors a sera ce que Ton nomme la racine n‘“™"'de a, et ceque Ton repr6- 
sente par la notation '(/a. Posons d’ailleurs pour abr6ger, 

I 

a -9 
n 
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ct concevons qu’aux progressions (i), (2) on substitue les suivantes : 

(8) —3 a, — — a, o, a, aol , 3a, 

(9) a~‘, a~’, i, a, a‘, .... 

Les termes 

(10) — 3 /io(, — 'inat, — /»«, ot, ««. 'mot., Snoc, ... 

de la progression (8) se reduiront evidemment a ceux qui composenl 
la progression (i), et les termes correspondanls de la progression (9) 
a ceux qui composenl la progression (2), e’est-a-dire aux puissances 
entieres de a. On a (He conduit, par cette reinarque, a generaliser la 
notion des puissances des nombres, en r(^tendant au cas ou les degres 
de ces puissances cessent d’etre des quantiles entieres ; et a dire qu’un 
terme quclconque de la progression (9) est la puissance de a du de^tr 
marque par le terme correspondant ^ la progression (8 ). D’ailleurs, v 
etant un terme quelconquc de la progression (8), on est convenu 
d’indiquer encore, a I’aide de la notation a ', la puissance de a du 
degre marque par I’exposant v. Cela pose, comme I’c^xposant de a dans 
un terme de la progression (9) est le produit du terme correspondant 

de la progression (8), par le uorabre entier n= on aura toujours 

(11) A-':=a'". 

On trouvera par exemple, en posant v = ^> 

I 

(!•?) a"^U = \"a. 

puis, en designant par w un entier quelconque, distinct de n, 

m 

(,3) A"— 

et 

(I A) 

Ainsi, les puissances de a, des degres marques par les exposants -S 
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ne seront autre chose que la racine n'"""' de a, la w'™"' puis- 
sance de cette racine, et le nombre inverse decette puissance. De plus 
a'" etant le produit de n facteurs ^gaux a a, il est clair que a"'" repr6- 
sentera le produit de mn (acteurs ^gaux a a, par consequent le produit 
de tn facteurs egaux a a" = a, ou bien encore le produit de n (acteurs 

HI 

egaux a a"' — A" . Done, par suite, on aura 



done, si Ton pose 

Hi 

(iG) 


on aura encore 

(17) 11"-. 

on sorte que les equations (17) fourniront toujours la nieine 
valeur pour le nombre b. Enlin, en designant par a, v deux quelconques 
des lerines de la progression (8), on aura, en vertu du troisieiiie 
tlieoreme, 

— a" , 

.J//V ^ 


OU, ce qui revieiit au inorne, 

aH- 

(18) ^ a!"-\ 

A ' 

Comine on peul, sans changer la valeur d’une fraclion, multiplier 
ses deux termes par un meme facteur, il en resulte qu’un nombre 
fractionnaire quelconque [x pent Hre presente sous diverses formes. 
Mais on demontre aisement qu’a ces diverses formes repond une seule 
valeur de En effet, soient ///, n les nombres entiers dont le rapport 

geom^trique ~ represente le nombre fractionnaire [jl reduit a sa plus 

simple expression. Les fractions equivalentes au rapporl seront de 

la forme k pouvant etre un nombre entier quelconque. D’ailleurs, 
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si Ton pose 

m 

B — 4 " , 

on en conclura, comme ci-clessus, 

B"— A'", 

puis, en elevant les deux incfiibres a la piiissanre entierc du d(^gre ky 


ou, ce qui revienf an rneme, 

B 4"^" . 


On aura done 

k m rn 

(,y) 

Ajoutons qiie dc I’equation ( iq) on tirera 

km 
^ kn 



oil, ce qui reviont an incmi', 

/. ni III 

' l"=z\ 

Or, ii suit iminediateiiKMit des ronnules (19) ct ( >.0), (ju’a un cxposanl 
rractionnairp jx, positif ou merne negatif, correspond (oujonrs nne 
seulc valeur de a^’. Ajoutons qu’en verlu dc la rorinulc ( iH), /r rapport 
proinrtriiiuf de deux puissances frncUonnairis dc a esl encore nne puis- 
sance f raclionnuire <lont rexposant se rednit au rapport arithniclnjue 
des exposants des deux premieres. 

II suit evidemment de la I'orrniile (7 ), que la raison a de la jirogres- 
sion (2), et la raison a de la progression (9), sont toutes deux supe- 
rieures ou toutes deux inferieiires a Tunite. Les deux progressions sont 
croissantes dans le premier cas, decroissantes dans le second; par con- 
sequent les puissances entieres et fractionnaires d'un nombre donni a 
croissent ou decroissent pour des valeurs croissantes de I’exposnnt, sui- 
eant que ce nombre est supericur ou in/erieur it I'unile. 
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Conccvons maintenant que, dans la formule (7), le nombre n 
devienne de plus en plus grand. II est aise de voir que la valeur de a, 
determinee par cette formule, s’approchera indefiniment del’unile. 

En effet, il suit dc cette formule inOme, i" que les deux nombres a, 
A seront tons deux sup6rieurs ou tons deux inferieurs k I’unite; (jue 
Ton aura 

A — I a" — i , , 

~ I -4- a 1 i\‘-\ ...-4 a" 

^ a — 1 a — 1 

De plus, on tirera de la formule (21), i" en supposant a:; 1, et, par 
suite, a>i, 

A — I 

(9.9.) .7-3^ > " ; 

par consequent, 

A - 1 

a — I < f 

n 

et 

A — I 

(23) a<n — ; 


2^ en supposant a<i , et, par suite, a<i , 




I — « A 

I — a 


par consequent, 

et 

(25) 


1 — A 

I — a >• > 

n 


1 — A 

a < I 

n 


Or, il resulle 6videmment de la formule ( 23 ) ou ( 23 ), que le nombre a 
s’approchera indefiniment de I’unit^, si, en attribuant au nombre a 
une valeur constante, on fait croitre indefiniment le nombre entier n. 

Soit maintenant b un nombre quelconque, entier ou fractionnaire, 
ou meme irrationnel. Si ce nombre n’est pas un des termes de la pro- 
gression (9), il sera du moins compris entre deux termes consecutifs 
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que Ton pourra aussi presenter sous les formes 

A^», a'*"'*, 

et qui pourronl etre censes exprimcr deux valeurs appr6chees du 
nombre b, D’ailleurs n venant a croitre indefiniment, le rapport 

“T 

et, a plus forte raison, le rapport 

b 

1.^' “ A '-^ 

se rapprocheront indefiniment de I’unite. Done alors a'* convergera 
vers une limite egale a b. Mais, si I’on appelle [j. la limite vers laqiielle 
convergera, dans la merne hypothose, le produit Xa, on devra natu- 
rellement representer, par la notation la limite vers laquelle con- 
vergera la puissance fractionnaireA'”. Done, en adoplant cetlederniere 
convention, on aura 

b = Aa. 

On pourra done alors representer un nombre quelconque b par une 
expression de la forme a>^, [a etant une quantile positive ou negative, 
entiere ou fractionnaire, ou meme irrationnelle. Ajoutons que, si la 
valeur numerique de [a est irrationnelle, la progression (9) ne renfer- 
mera jamais le nornbro b ou a'S mais seulement des valeurs approchees 
de ce nombre. Dans le meme cas, a>^ sera ce qu’on nomme une 
puissance irrationnelle de a. Le degri ou V exposanl do cette puissance 
sera la quantile irrationnelle [a. 

Remarquons, enfin, que I’equalion (iB), qui subsiste pour des 
valeurs fractionnaires quelconques des exposants [a et v, conlinuera 
necessairement de subsister, si ces exposants, apres s’etre approches 
indefiniment de certaines limites irrationnelles, atteignent ces memes 
limites. On peut done etendre la formule 



(26) 
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au cas ou les exposants ji., v deviennent irrationnels, et, en consequence 
on peut enoncer la proposition suivante : 

ThEORfeME IV. — Le rapport geoineiriquc vnlre deux puissances (pud- 
compies d un nombrc donnc a cst encore unc puissance de a dont Vexpo- 
sant se rediiit au rapport arithmetique des exposants des deux premiires, 

[/equation peu( encore etre presenlee sous une autre forme, 
qu’il est bon de rappelcr, et qu’on obtient en exprimant la difference 
[A — V par line seule lettre. En effet, si Ton pose 

jj. - - V — ./•, 

et si d’ailleurs on substitue a la lettre v la lettre j. on aura u = x y, 
et Tequation ( 26 ) reduite a la formule 

a' 

donnera 

Alors aussi, a la place du quatrieme theoreme, on en obtiendra un 
autre qui, au fond, sera le meme, et s’enoncera comme il suit : 

Theoreme V. — I.e produit de deux puissances que/c(atques d'un 
nornhre donne a est encore une puissance de a (jui a pour exposant la 
soinme des exposants des deux premieres, 

Le theoreme IV ou V exprime la propriete la plus remarquable des 
puissances d\in nombre, et meme cetle propriete suffit pour les carac- 
teriser, en sorte qu’on peut enoncer la propriete suivante : 

Theoreme VI. — Supposons que^ x etant une quantile quelconque post- 
tisr ou ni'gative^ on se sers e de la notation [j:'] pour designer une autre 
quantite qiii varie a\ ec x par degr(*s insensibles. Si Von a^ pour des 
valeurs quelconques des (quantith x^ 
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on aura aussi 

(29) = 

Dcrnonstration. — On tirera successivement de la formule (5), en 
designant par x, y, z, . . a, i', u’, des quantiles quelconques 

h' I Lv 1 1 - J = + j'J I = I == I -i' + 2' = I- 

et, generalement, 

I •'■J I 1 1 = I - • - I "J I '’J [”’J = I J-H- V -4- : + . . . t-- fi -+■ I' -4- ic|; 

puis, en designant par wlenombre des quantiles .r,j, z, . . »•, ct 

supposant toutes ces quantiles egales entre elles, 

(3c.) |.r|"-|/t./|. 

D’ailleurs, on tirera dc I’equation (3o), i® on posanta;— 1 , 

(30 1«J = L'J'‘; 

3® et en pusant a; = - , 

ct, par consequent, 

(3.C) 

2 ® en designant par/nun nornbre enlier distinct de n, etposant x ~i 

i-i-r-'T- 

LmJ I ’ 

par consecjuent, cu egard a la formule ('i'z), 



puis, en faisant varier la fraction ^ de maniere a ce qu’elle s’approche 
indeliniment d’un nornbre donne v, on tirera de la formule (33) 

(34) lv] = l.?. 



OEuvres de C. — S. II, 1. XIV. 
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On trouvera, en particulier, en posantv = o, dans la formule (34) 
(35) M = «- 


Enfin, en posant dans la formuie ( 28 ) 


,r=v, yzTz—v, 


on en tirera 


par consequent, 

( 36 ) 




et il resulfe evidemment des formiilos ( )/|), ( qiie si f’on attribue 
a a? une valeur reelle quelconque ± v, on aura 



MfiMOiRE S0R QUELOUES THEOREMES 


LBS MOYENNES ARITHMETIQUES ET GEOMETRIQUES 

LES progressions, ETC. 


1 . Notions relatives ai/.r moyennes anthmetiques et ^eonielriqaes. 

La mofefine arithmitique enire n dohnefts la partly 

leur >omt»e< 

La moyenne ginmittique lnWfft h AtfiWbfes donnas *sf fa racirie 
de leur produit. 

D’ autre part, bi sonime dr n quautilrs rst (videmmrnt comprise rntre 
les produits qu'on ohtient quand on midtiplie par n la plus petite et la 
plus grande de ces quantites. 

Pareillement, le produit de n nombres rst compris rntre les ' puis- 
sances du plus petit et du plus grand de ces nombres. 

Done, par suite, la moyenne arithmetique inite ptusieurs (fUdblith 
est toujours ren fermee entre la plus petite et la plus grande de ces quan- 
tites. 

Pafelff^AffiVt, ta tnoyenne geometrique entre plusieurs nombres est 
toujout's retifertn^c entfe le plus petit et le plus grand de ces nombres. 

Eft paffaftt dtf prtndip'es, on 6iaElira divers tfi^oremes 
d'adg'^Ri'e (ftif SdfOTftf stfcdes^ivftment ^nonces dans Ics paragraphes 
suivants : 
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II. - (es progressions geometriqnes, 
cl sur les moyennes nrithmetiq ues entre leurs termes. 

Considerons d’abord une progression geometrique dont le premier 
terme soil ('unite, et dont la raison r soit une quantite positive quel- 
conque. Les divers termes, dont nous supposerons le nombre reprd- 
senle par la lettre n, seront respectivement 

I, r\ r-, 

et, si Ton designo par s„ la somme de ces termes, on aura 

1 - 

( I ) .t„ — I H /■ + /•■ - 4 - . . . I /•" ' = 

I — 

D’ailleurs, le plus petit et le plus grand des termes dont il s’agit seront 
les deux termes extremes 

r, 

Done, cn vertu des principes exposes dans le paragraphe 1, la somme 
Sn sera comprise entre les produits qu’on obtient, quand on multiplie 
ces deux termes par n, et Ton pourra enoncer la proposition suivante : 

Tii£;ok^:me 1 . — Iai somme 

I - - /•" 

S„ — — 

1 - r 

des n termes de la progression geometrique 

1, /•, r'. r'‘-' 

est comprise entre les lirnites 

n el nr"-'. 

Nous avons ici suppose que le premier terme de la progression geo- 
m^trique donnee etait I’unite. Supposons maintenant que ce premier 
terme soit une quantite queiconque k, la raison etant toujours positive 
et repr^sentee par r. Les divers termes de la progression deviendront 


/>, hr, kr-, ...) kr"-', 
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et leur somrae que je repr^senterai par S„ sera evidemment 6gale 
a ks„. Elle sera done comprise entre les limites nk, nkr"-', et a la place 
du th^oreme I, on obtiendra la proposition suivante : 

TnEORtiME II. — r Hant an nombre quelconque, et k une quantile 
quehonque positive ou negative., la somme 


des n termes de la progression geometrique 


k, /,/•, kr'-, kr"-\ 


est comprise entre les limites 


nk, nkr'‘~'. 


Si Ton divise la somme S„ des termes de la progression geometrique 
donnee par leur nombre n, on obtiendra la moyenne arithm^tique 
entre ces monies termes. En vertu du deuxi^rne theoremc, cette 
moyenne arithm^tique, que je designerai par /?„, et que determine 
la formule 

t\„ > 

n 

sera comprise entre les deux termes extremes 

de la progression geometrique. Si Ton suppose, en particulier, /• — i, 
on aura S„ =s,„ par consequent, 


wy 

it, I — —*> 

n 


ou, ce qui revient au meme. 


I -t- r -h -h r''-* i i — r'' 


et la quantite R„, e’est-k-dire la moyenne arithmetique entre les divers 
termes de la progression geometrique 


r, r‘‘. 
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8«ra comprise entre fertnes extremes 

I , r»-' . 

La moyenno arithmetique ft,,, determinee par la formule( 2 ), possHe 
encore une proprieli remarquable doni I’6nonc6 fournit le theorfeme 
suivant : 

THEORtMC III. — Si le nonihre entier n vient a croitre, la moyenne 
arithmetique 


entre lex dieers tetrnex de la progression gdomitrique 

I, /•, /•* 

croitra ou decrottra suioant que la raison r sera superieure ou infirieure 
d I' unite. 


Dimonstrati on . — Soil 


m 33 /I -i- / 


un noiiibre entier superieur ^ n, en sorle que / soil positif. On aura 
non seuleinent 

_ 1 I /• I- /-■ -h . . . I r" ' 




inais encore 




I I /• -f 1 . . . I t " ' ' 


// 1 / 


ou, ce qui revient au ni^me, 


,, I I /• I /-M*... I r" \ 

It,, , — ; I —7 , 


// I / 


a 1 / 


par cons^uent 


I ... I- / I + /• I 

n ,, , / «„ > 

n -+- / n // - I- / 


OU, oe qui revient au mOma, 

/t„,,— R„ r" 


Ci) 


n^l 


A. 
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la valeur de A etant 

... . I -h r -f- . . .-f- /-’-f-/— -H ...-4 

(4) A= ; 

Or, I’unite etant inferieure aux puissances positives et superieure aux 
puissances negatives de r, quand on a r>i, et il est clairque, dans 
cett(‘ hypotliese, les deux inoyennes arithmetiques dont la diderence 
equivaut ii A en vertu de la formule i4). seront, la premiere supe- 
rieure, la seconde inferieure a I'unite. On aura done alors 

A>o el, par suite, /t„. 

Mais le contraire aura lieu, si Ton suppose /■<!, et, dans ce dernier 
cas, les formules (4) et (3) donnent 

A<o el, par consequent, 


III. — Sur les progressions arithmetiques, 
el sur les moyennes ^'eometriques enlre leurs termes. 

Considerons maintenant une progression arithinetique dont tousles 
termes soient positifs. Si Ton nomine a le premier terme, b la raison, 
n le nombre des termes, ceux-ci seront respectivement 

a, a --h />, a {n — 2)//, c/ H- (// — i)/>; 

et, en nommant P„ le produit de tous ces termes, on aura 

(1) l‘n=.a{a h). . . \ a + (n — a [n — \ )b\. 

D’ailleurs le plus petit el le plus grand des termes dont il s’agit seront 
les deux termes extremes 

a, a (« — i)b. 

Done, en vertu des principes exposes dans le paragraphs I, le produit 
Pn sera cornpris entre les puissances de ces deux termes, et Ton 
pourra enoncer la proposition suivante : 

Theoh&mk I. — Le produit P„ des n termes de la progression arithmi- 
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tique 

a, a + h, a + (n — “i)!), a {n — 

supposes tons positifs. cst compris entre les Umites 

a", f« + (/) — I)/;]". 

All reste, on pent obtenir deux iimites plus rapprochees qui com- 
prennent entre elles leproduit /*„ en suivant la marche que je vais 
indiquer. 

Je remarquerai d’abord que, si I’on designe la sononie de deux 
nombres par k, et leur dillerence par /, ces deux nombres aiirunt pour 
valeurs respectives les deux expressions 

/.-»-/ / — / 

> > 

2 9. 

et pour produit I’expression 

r 

~r~ 

qui d^croil sans cesse pour des valeurs croissantes de 1. Ce produit 
sera done inferieur ou tout au plus egal a e’est-a-dire au carr6 

de la demi-somme des deux nombres, et deviendra le plus petit 
possible, qiiand la dillerence f sera la plus grande possible. 

Cela pose, concevonsque Ton multiplie le produit /^,par lui-meme, 
apres avoir renverse I’ordre des facteurs. Le carr6 P'f, ainsi obtenu 
pourra etre considere comnie le produit de n facteurs, dont chacun 
serait fourni par la multiplication de deux termes places egales 
distances des extremes dans la progression 

b a-\-{n — QL)by a-\-{n — \)bj 

e’esf-a-dire par la multiplication des deux termes de la forme 

a \ nib, a -f- 

rn etant un nombre entier egal ou inferieur a n. D’ailleurs, d’apres la 
remarque faite tout it I’heure, le produit de deux semblables termes 
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sera toujours inf6rieur au carr^ de leur demi-somme 
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et toujours egal ou sup6rieur au produit des fermes extremes 

rt, a ^ (/« — i)^. 

Done, par suite, P'f, sera compris entre les limites inferieure et supe- 
rieure 

a"\a~{ {n — i)h]'\ la-i — //) , 

et le produit P,, lui-meme entre les racines carries de ces limites. On 
pourra done enoncer encore la proposition suivante : 

rH^:oH^:ME II. — Le produit P„ des termes de hi pi'ogrcssion (irithmetiqiie 

a, a-\-by a H- 2 ) — 

supposes tons positifs, est compris entre les limites inferieure et supe- 
rietire : 

cr\a j (/? — !)/> I*, H- - - * /> j . 

Corolhnre 1 . — Si Ton suppose a et b reduits a runite, on conclura 
du deuxieme theoreme que le produit 

1.2.3. . ,n 


est compris entre les limites inferieure et superieure 

CoroUaire 1 . — Si Ton suppose 

a — \ el b — ^ 

m 


m 6tant un nombre entier ^gal ou sup^rieur a n, on conclura du 
deuxieme theoreme que le produit 




(JEuvres de C. — S. II, t. XIV. 
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m 

est compris entre les liiuites inferieure et sup^rieure 

\ m / \ 2 m / 

On aura done 



D’autre part, si Ton pose 

n — I 


n 6tant egal ou inf6rieur a m, le nombre r sera inferieur a I’unite. On 
aura, par suite, eu vertu du th^or^nie 1 du paragrapbe 11, 

I — r" 

ou Sn. 

1 — r 


ou mSme, si n est un nombre pair, 


(3) 


U 

I — r* ri 

ou < - • 

I — r i 


11 y a plus : si n est un nombre impair superieur ^ Tunite, on aura 
n^cessairament n> 2 , at le troisiema thior^me du paragraphe II 
donnera, pour r<^ i, 

1 I — I I — 

, 

n \ r K \ - / 


par consequent, 



n 


i 

puis, eii remplagant dans cette derniere forinule r par r , on trouvera 


n 


I — r- 


1 — /’ 


< 


n 

*2 


Done, si n d^signe Tun quelcoiique das nombras entiers superieurs a 
I’unite, la formule (3), que Ton peul encore acrire comme il suit, 

n 

r- = uu > I — ~(i — r) 


(4) 
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subsiatera g^n^raiement pour r<^ i . Elle aubsistera done alors pour 


de sorte qu’on aura 

( 5 ) ( 


r^i 


n — I 
m 





^ =OU <I 


f i ( /I — I ) 

2/n 


Or, des formules (2) et ( 5 ) reunics, on deduit imm^diatement la pro- 
position suivante : 

TnEORfeME III. — m, n etant deux nombres entiers dont le second nsur- 
passe I’ unite ^ en demeurant in firieur d m-\-i^le produil 

des n terrnes de la progression arithmHique 

I 2 Ai — 1 

I, I— ? 1 — — > I 

m ni rn 


nr pourra s'abaisser au-dessous de la lirnite inf^rieure 


quil attrindra seulemrnt dans le cas particulier ou ran aura /i =: 2. 

Si I’on extrait la racine n'"'"*** du produit I\, d^termini par la 
formule (i), on obtiendra la moyenne g^ometrique entre les divers 
tenues de la progression aritbmetique 

a, a-\{n — 2)h, <7 -+ (/i — i )/>. 

En nommant A„ cotte moyenne geometrique, on deduira iinmediate- 
ment du theorenie II la proposition suivante ; 

Thkoki^mk IV. — La moyenne geomitrique 

\ 

A„= I a (a -h /^) . . . {a -h ( n — i ) /^ I I'* 
entre les terrnes de la progression arithmHique 
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supposes tons positi/s, est comprise entre les limites in fmeure et supe- 
rieurc 

I « -)- ( /i — 1 ) // 1'-' , a -h I' ■ 

Si Ton suppose a et h reduits ^ I’unit^, alors, a la place du theo- 
reine lY, on ohticndra la proposition suivante : 

TiiEORfeME V. — La nmyenne ^iomitriqiiv 

1 

I I . Si . 3 ... A? I" 

entre les n ombres entiei's 

1 , 2 , 3, .... n 

est comprise entre les limites inferieure et superienre 

i // f- 1 
// “ , 


IN . — Consequences diverses des principes etahlis 
dans les paragraphes precedents. 


On pent, des principes etablis dans les paragraphes precedents, 
deduire diverses consequences qui meritent d’etre remarquees. Ainsi, 
en particulier, si, en designant par run nombre quelconque, et par n 
un nombre entier, I’on pose 


si, d’ailleurs, on nornme m 

un autre entier inf^rieur k n, alors, en 

vertu du troisienie theoreme du paragraphe 11, on aura, pour /’<i. 



ou, ce qui revient au meme, 

— < I 

et pour r>i. 

/t,.> It,,, 

ou, ce qui revient au mcine. 

^>1. 

H,,. ^ 
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Comme on aura d'ailieurs, dans Tun ou i’autre cas, 


Bn m 1 — /•" tn /■" — I 

Tint n 1 — r**' n — i ’ 


on devra conclure que, si n surpasse m, on aura, pour /• < i 


(0 



et, pour r> i, 


Si, maintenant, on reinplaco, dans les formnles (i) et ( 2 ), r parr"', cos 
forinules seront reduiles, la premiere a 


( 3 ) 

la seconde a 

(4) 


II 

I — ^ ft 

I — r ^ ’ 



Enfin rien n’empechera de concevoir que, dans la forniule (3) ou (4\ 
la fraction devenue variable, s’approchc indcfiniment d’nn certain 
nomhre V rationnel ou irrationnel, mais superieura I’unite, et alors, 
en rempla^.ant £ par v, on trouvera encore, pour r< i. 


( 5 ) 

et, pour /•> I, 

( 6 ) 


I r'' 


I — r 


V, 



> V. 


Ajoutons que, si Ton remplace r par on tirera, 

I 


pour - < I* '■> 

( 7 ) 


r'' — I 


r — I 


< V r '-’ ; 


de la forraule(5). 
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2 * de U formule (6), pour -' > i, r< i, 

I — 

(8) >vr'--> 

1 — r 

Or, il suit evidemment des formules (r>) et (H), ou (6) et( 7 ), que le 
rapport 

I — r'’ 


sera toujours compris entre les limites 

V et vr'’-', 


si le nombre v est superieur k Tunit^. 

All reste, en raisonnant toujours de la ineme maniere, on arriverait 

encore aux memes conclusions, si la fraction - et la limite v de cette 

//< 


fraction ^taient supposees non plus sup^rieures, mais iitf^rieufes ^ 
I’unite. Seulement alors, le th^or^me IM du paragraphe 11 donnerait, 
pour r< I, 


pwir r> I, 




et, par suite, dans les diverses formules obtenues, on devrait renapkcer 
le signe < par le signe >, et riciproquement. 

Cela pose, on pourra enoncer la proposition suivante ; 

THEORi:iiE I . — r etv etant deux nomf/res quelconques, le rapport 

r'‘— I _ 1— r'' 
r — I ’ I — r 


sera compris entre les limites 

V el V r'*~' . 

Concevons maintenant que, x, y etant des nombres distincfs, OHr 
pose 
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on en conclura 
et Ton aura, par suite. 


y'<=r'‘x'< 


ar—(r-~i).T, v*- 

,,V _ _yV _ I 


a"=(r^—i}a^, 


Done, eu egard au premier th6oreme, le rapport 

.-f?V 

1 -- J 


sera compris entre les limites 

V r'' " ■' 


m 


dont la seconde coincide avec le produit vy' ' ; et Ton poorra 
la proposition suivante : 

TiitOR^ME II. — V f‘ta /11 trois nornhres quelconques, le rapport 

y'^— of 
y — w 


sera toujours compris entres hs limites 

V , V . 


Si, en (keignant pair Lx an accroissemenl sttribKSe a la rarvahle or, 
et par h{x'') I'accroissement correspondant de x'\ on p^se 


on a»r» 
et, par suite, 


= j- -f- Lr, 
y=x'-+A.(x''>, 

y — x Ax ’ 


puis, en faisant converger Ax vers la limife zero, on coircfura du 

deuxiime theorfeme que la limite du rapport des differences ■ - est 

le produit vx''~'. D’ailleurs cette Unile est p»6eM^iwe»t ce (pr’on 
nomme le rapport differentiel At hx, ou la d^rivie de a;’' diflerentie 
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par rapport a x, et ce que Ton designe par la notation 

ou 

d,r 

Ainsi Ton pent, du deuxieme theorerne, deduire imm^diatement la 
forraule 

(c,) = = 

de laquelle on tire 

(j(») r/{.r*)-=:ivA''^-^rf.t. 

Reciproquement, dc la formule (lo), supposee connue, on pourrait 
revenir au second theorerne, en s’appuyant sur une proposition 
enoncee dans le deuxieme Volume de cet Ouvragc. lin eflct, si, en 
attribuant a x une valeurconstante, on fail varier y a partir Aey = x, 
les differences 

seront deux grandeurs coexistantes qui s’cvanouiront simultanement; 

et ieur rapport diff^rentiel, represents par la notation 

d(r") 

<)y ’ 

se confondra, en vertu de la formule (9), avec le produit vj'''’’. Or, ce 
produit, qui se reduira simplement a vj ' quand on posera7 = x, 
croitra ou dScroitra sans cesse, tandis que Ton fera croitre la valeur 
numerique de la diffSrence y — x. Done les valeurs extremes de ce 
produit, reprSsentSes par 

devront, en vertu d’un theorerne enonce a la page 190 du deuxieme 
Volume (' ), comprendre entre elles le rapport 

y — x'' 

>■ “ 

des deux grandeurs coexistantes 

J — X, 


(*) G^Jus^res de Cauchy^ S. ll, t. XH, p. >.17. 



MEMOIRE 


6UH 


LA QUANTITfi GEOMtlTRiyUE i = l2p 

2 

ET 811 R 


LA UEDUCTION D’UNE QUANTITE GEOMETRIQUE yUELGONQUE 
A LA FORME Jf-tyi 


Soicnt r, p les coordonnccs polairrx d’uri point A nniferme dans un 
certain plan.r clanl le rayon vectcur OAmesurc a |)arlir du pule () siir 
une droitc qui forme avec Vaxe polaire. OX \'anp,ie pula ire p. D’apres 
ce qui a etc dil ii la page loH (' ), le rayon vccteur OA sera represente 
en grandeur et en direction par la quanlite pronutrique i)„ dont rsera 
le module, et p Y urgument. 

Cela pose, I’argument p pourra ctre I’un quelconqne des angli's 
decrits par un rayon vecteur mohile qui, d’abord dirige suivant I’axt! 
polaire, tournerait autour du pAle, de maniere a prendre defiriitive- 
inent la direction OP. Or, ces angles forment evidemment une progres- 
sion arithmetique, dont la raison equivaut a quatre angles droits 
mesures par la circonference dont le rayon est I’unite, e’est-a-dire par 
le nonibre ar.. Mais, parmi ces m6ines angles, un seul est renferine 
entre les limites — t:, -t- r., les autres se deduisant de celui-ci par 
I’addition ou la soustractiondes divers multiples de 2 ". Ajoutons quo, 
si I’argument p est considere comine positif quand le rayon vecteur 


( •) (Euvres de Cmichy^ ce tome, p. i7<). 
(JEuvres de C. — S. II, t. XIV. 
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2^2 

mobile a tourne dans un certain sens avant de parvenir k la posi- 
tion OP, le ineme argument deviendra negatif, quand le rayon vecteur 
mobile aura tourne en sens contraire. Le mouvement de rotation sera 
direct dans la premiere hypothese, et retrograde dans la seconde. 

Enfiii, lorsque le signe -j- ou — , qui sert a indiquer I’addition ou la 
soustraction, sera place devant /•/„ IVxpression 

H r,, oil — I'l, 

ainsiobtenue representera la longueur /• mesuree a partirdu pole dans 
la direction qui forme avec I’axe polaire Tangle p, ou dans la direction 
opposee, en sorte qu’oii aura [page i()4](') 

Oans le cas particulier ou le module / se reduitii Tunite, la quantile 
geomelrique/-,,, reduitea la forme represenle la longueur i mesuree 
a partir du pole dans la direction qui forme avec Taxe polaire Tangle p. 
Si a c.etle direction on substifuait la direction opposee, alors, a la place 
de la quantity geometriqiie on obtiendrait la quantile opposee 

(.3) I/, , ,5=: I^,. 

Si la direction donnee coincide avec celle de Taxe polaire, ou avec 
la direction opposee, la quantile geonietrique i,, sera reduile a Tune 
des quantiles algebriques 

i„— I, I I. 

Si, au contraire, la droite sur laquelle se inesure la longueur i 
devient perpcndiculaire a Taxe polaire, alors Texpression i,, se trouvera 
reduite a Tune des quantiles geometriques 

*71 j * t: ^ — *;: • 

7 “7 2 

La premiere de ces ([uantites, e’est-a-dire la longueur i, mesuree dans 
la direction que prend un rayon vecteur mobile doue d’un mouvement 
de rotation direct, et primitiveinent dirige suivant I’axe polaire, au 
moment ou il devient pour la premiere 1‘ois perpcndiculaire a cet axe, 


(') (luh'fcs (Ir C<(uchj\ ce loiiie, p. 184. 
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sera dorenavant designee par la lettre i. Eu egard a cette convention, 
Ton aura 


(3) i — In. — i=r— — 

et 

r±it> 

ou, oe qui revient au m6nie, 


T t 
1 


(h) 


Done les quantiles geometriqties i et — i representeront les racines 
carrees de — i ; et, comme on tirera de la formule (4), 


par consequent 




(5) 


il est clair que i et — i representeront encore les deux racines 
qualri^mes et non alg6briqiies de I’nnile. Cette conclusion ne diflere 
pas au (bnd de la remarque faitc i la page i (>7 (' l 

En resume, i el — i soul les deux racines de I’equation binome 
( 6 ) 

i laqucile il est impossible de satisfaire tant que I on prend pour^une 
quantite algebrique, puisque le carre de toule quantile positive ou 
negative est n^cessairemenf posit if. Si I’equation (G ) devient resoluble, 
dans le cas ou Ton prend pour z une quantite geomilriqiie, cela tient 
a ce que la definition donnee en algebre du produit de deux quantiles 
se generalise quand ces quantiles cessent d’etre algebriques, et permet 
au produit 


de deux facteurs egaux d’acquerir une valeur negative. 

Concevons maintenant que Ton determine la position du point A, 
non plusk I’aide des coordonnees polaires ret p, mais a I’aide de deux 
coordonn^es rectangulaires .r et r raesurees a parlir du pole : i" sur 


(’) CEui'rcs ilc ('(Luchjry ce Lome, p. iH6. 
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I’axe polaire; a" sur une perpendiculaire ci cet axe. Supposons, 
d’ailleurs, que Ton compte les.r positives dans la direclion correspon* 
dant a une valeiir nolle de Tangle polaire p, et les y positives dans la 

direction correspondant a Tangle polaire Les coordonnees x, y, 

ou, ce qiii revient au mcme, les projections algebriques du rayon vec- 
teur r sur les axes des a; et des.y, se reduiront, pour 7 = i, i ce qu’on 
nomine le cosinus et le sinus de Tangle polaire p‘, et, coniine, pour 
passer de cecas particulier au cas oil /-acquiert une valour quelconque, 
il suffit de fairc varier x et )' dans le rapport de i a /•, on aura genera- 
lement 

{-) .(■ — /'cosy/, 1— /•'-iIly^ 

11 est facile d’exprimer la quantite geometrique /y on fonrlion des 
coordonnees rectangulaires x, y : et, d'abord, il est clair que, si Tune 
de ces coordonnees s’evanouit, la valeur nuineriijue de I aulre sera 
prccisenient la valeur du rayon /•. Dans la rnenie hypothese, I expres- 
sion 1,, se reduira evideinment a i ou a — 1, si le rayon rse inesure 
dans le sens des x positives ou des x negatives; a i ou a — i, si / se 
mesure dans le sens des )' positives on des y negatives. On en conclut 
aisement que la quantite geometrique 

( 8 ) 

expriinee en fonction des coordonnees .r, 1% sera representee en gran- 
deur eten direction par Tabscissea;, si Ton ay = o, et par le produit ji, 
si Ton a a; = 0. 

Si des deux coordonnees x, y aucune ne s’evanoiiit, alors 

el ) i 

representeront evidemnient, en grandeur eten direction, non plus la 
longueur /• inesuree sur une droite correspondant a Tangle polaire//, 
mais sculemcnt les projections algebriques de cette longueur sur les 
axes des x et des r. Quant a la longueur elle-meme, elle sera la diago- 
nale du rectangle construit sur les deux projections. Ellc sera done 
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( page i6o] la soinme des deux quantiles geometriques a?, yi. en sorte 
qu’on aura 

(y) .1' -h ) i. 

Si le rayon r se reduit ^ I’unil^*, on aura 

(H») ./•zz-COS/^ ) 

Done alors la fornmle (<>) donnera 

(^ii) I/,— cos/> f i silly/. 

Si, an conlrairc, le rayon /• difFere de I'linife, on tirora de la Ibr- 
niule ( <)) joinle aux equations (7), on bien encore de la forniule ( H) 
jointe a la formule ( 1 1 ). 

(I'i) r,,= r(vo»j> + 'f^in/>). 

Coiicevons maintenant que, r,yt>6tant les coordonneesrectangulaires, 
et r les coordonnees polaires du point A, on pose, pour abreger, 

(l3) : r,,— .r I ) i. 

la quantile geonietrique - sera ce que nous appellerous Va/Jixe de ce 
point. Si Ton designe par Ji. I* les coordonnees polaires, par A, )' les 
coordonnees rectangulaires, et par Z I’affixe d’un second point B, on 
anra encore 

(l[^) y. — I f i i. 

Si les deux points coincident, on aura non sculement 

(la) 

ou, ce qui rt'vienl au meme, 

(16) .1 H- J i » i. 

mais encore 

U7) ^ ■ 

Beciproquement, si I’equatioii (i 5 ) se v6rifie, les points A, B coinci- 
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deront, et, par suile, la formule (i 5 ) ou (i6) entraiiiera les equa- 
tions (17). On pout done enoneer la proposition suivante : 

TiifcORf:ME I. — Lorsque deux quantiles geometriques sont egales, 
V equation qui exprinie leur egalite peut Stre reiuplacee par deux Equa- 
tions entre quanliUs algebriques, saeoir : par les Equations qu' on obtient, 
quand on egale entre ellcs, dans les quantites gEometriques donnees, les 
parties purement algebriques, puis les quantitEs <dgebriques qui reprE- 
sentent les coefficients dc i. 

Observons encore que I’equation presentee sous la forme 

(18) R,>~r,„ 

donnera [voir la page i/)8 j 

(19) /?—/•. 

(ao) y; -(- 2 / 7 r, 

k ^tant une quantite quelconque, et, par suite, 

(ai) cos cos//, sill = sill//. 

Comme on aura d’ailleurs 
( 22) 1/,=:: cos/^ + i sill P, 

il esl clair que des formules (11) o( ( 22 ), jointes aux equations (21 ), 
on tirera 

( 23 ) If— I /I, 

On arriverait encore a la meme conclusion, en divisant par it = r les 
deux inernbres d(‘ Tequation (iS) presentee sous la forme 

En resume, la position d’un point dans un plan peut etre complele- 
ment determini^e, non seulement par le systeme de deux coordonnees 
rectangulaires, rnais aiissi par I’affixe de ce meme point; en sorte que 
I’egalit^ de deux affixes entraine la coincidence des points correspon- 
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dants avec I'egalile de leurs abscisses, de lours ordonnees, e.t de leurs 
distances au pble. 

Nous appellorons points conjugurs deux points places symetriqiie- 
ment par rapport a I’axe polaire, ou, ce qui revient au mome, deux 
points situes a egales distances de cel axe sur une droite perpendicu- 
laire a I’axe. Nous appellerons encore quantith geonit^lru/ues vonju^aees. 
celles qui represcnteront Ics affixes de deux points conjiigu^s. Cela 
pos6, deux quantites goonietriqiies conjugueos offriront evidomnient, 
avec des modules egaux, des arguments egaux au signe pres, mais 
affectes de signes contraires, et si Tune est de la forme 

(1*4) I'l,— .f-h j i r(cosj> isiii/;), 

I’autre sera de la forme 

(aS) ”,' i = /'(COS// — i siny^L 

Comme on aura d’ailleurs 

(uG) r,,r-,,= r-, 

on pourra enoncer la proposition suivante : 

TiieouLme If. — Lc produit de deux quantites geoni(‘tri(jues cnnjugures 
est le carri du module de chacune d'elles. 

Hemarquons encore que des formules (24 ), ( aS), (afi), on tire 

('>,7) /'-zr (./•+. l i) (.<■ -yi). 

puis, on ayant egard ii la forinule (4 ), 

(■!8) /■" .'■'H-,)-. 

L’equation ( 5 ) exprime simplement que le carre du rayon vecteurr 
est la somrne des carres de ses deux projections ^ et reproduit ainsi le 
theoreme de geometric suivant lequel, dans iin triangle rectangle, le 
carre de Vhypotinuse cquivaut d la somme des carris des autres cdth. 
Ajoutons que Ton tire de la forinule (27) 
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et que I’equalion (29) r6duit imm^diatement a ia forme X — I'i le 
rapport de I’unit^a-la quantity geometrique x 4 -.ri, ou, ce qui revient 
ail m6me, la quantite geometrique inverse de a;+ ji- 

Si le module rdes deux quantiles geom6triques r,„ se reduisait 
a Tunite, elles deviendraient respeclivement 

i,,r= cos/; + i sin/;, i_/,= cos/; — i sin/;. 

Les principes exposes dans le Memoire sur les quantiles gcome- 
triques permettent d’efTectuer aisement, sur ces quantiles reduites a 
la forme r,,, les diverses operations de I'Algebre; specialement I'addi- 
tion, la soustraction, la multiplication, la division, et I’elevation a des 
puissances entieres. Pour effectuer les memes operations sur les quan- 
tiles geometriques reduites a la forme a--t-ji, il suflira evidemment 
d’appliquer les regies auxqueiles on aurait recours, si les quantiles 
dounees etaient algebriques, en ayant egard aux formules (4) et (29b 
et cn se rappelant que, du'iser par tine quantite geometrique, c'est 
multiplier par la quantite inverse. [ loir la page 1G4 ('). | On trouvera, 
par exemple, 

I ./• -F- i ) -I ( ./ ' f- 'i ) H- ./*' -i ... 1 - (.V . . . ) i ; 

I 'i _ i ) .r -4- (j'' — J )t : 

(./ vi) :z= — r.v'H- 

' -I- 'i _ {.t ri) {.r' ' -h ./-'j' )i 

./•-I- vi ]- H ’ 


(3o) 

( 3 'a) 
{ 3 :i) 


puis, en designant par /i un nombre entier quelconque, el appliqiiant 
au (leveloppement de yi)" la formule de Newton, on trouvera 
encore 


(3/| ) (./• -f- — .r" 

-f 


//(// — I ) 


I . ‘A 


v'* J'* -h . 


\ I l.X.i 







Eu ^gard a i’equation ( 34 ), on pourra aisement reduire a la forme 
-V -h I'i fonction entirre 7 . de la quantile geometrique z — x 


( ^ ) CJutvres df* ('nuchy^ cc tomo, p. 178 
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cVsl-ii-dire une expression de la forme 

( Z = a h z r f z- . -k- -+ h 5 ", 

les coelficients a, b, c, . . . ,a'', / lelant des quantiles quelconques alge- 
briques on geometriques. Ajoutons que Ton pourra r^dnire encore a 
la forme A '+ ) i une fonction ralionnelle de z, c’est-a-dire le rapport 
de deux fonctions entiercs de 2 . en ayant 6gard non seulement a la 
formule (34), mais aussi a I'equaiion (33). 


CMCuvrrs dc C\ — S. TI, t. XIV, 


02 
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QUB PRKSENTB 

L’EMPLOI DES QUANTITES GEOMElRiaCES 

DANS LA TUlGONOUltTRIK IIECTILIGNE. 


Comme on I’a vii dans I’article precedent, les deux quantiles geo- 
inetriques 

sont liees au sinus et au cosinus de Tangle p par les formules 
(i) i,,= cf)s/? -t- i sin/?, cos/? — i sin/?, 

dont la seconde est ce quo devient la premiere quand on change p 
en — p. D’ailleurs, de ces deux formules on tire immedialement les 
suivantes : 

/ \ • /? "^ J *-/? . — /? 

( 0 — -9 SI n ZZZ 

qui servent a exprimer le cosinus et le sinus de Tanglep, a Taide des 
seules quantiles geometriques i^, i_p; et Ton peut ajouter que les 
^nations (i), (2) fournissent le moyen le plus court detablir un 
grand nombre de formules de trigonometric rectiligne. Enlrons a ce 
sujel dans quelques d»'itails. 

D’abord, il estclair que les proprietes des expressions de la forme 
feront connaitre, eu egard aux formules (1), des proprietes correspon- 
dantes des sinus et des cosinus. Ainsi, par exemple, T^quation 


( 3 ) 
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pourra s’ecrire com me il suit, 

(cos/> H- i sin p) (cos/^ — i sin/;) n- i , 

et se reduira definitivement a ia forinule 

( i) cos-y> f- sin-/> — I , 

qui exprime la relation existante entre le sinus et le cosiiuis d'un 
angle quelconqueyD. Pareillement, Tequation 

( ^ ) i ~ I />' 

donnera 

cos( /y -I //) H- i sin ( /; H />' ) (cos// ! i siny/) ( cos/y' | isin//), 

ou, ce qui revieni au meme, 

i‘Os( p H - y/') -f- i sin ( p >+- y/') 

cosp' — siny/ silly/' f i (siny/ cosy/' i siny/'cos//), 

et pourra (Hre remplacee (page 217] par le systeme des deux forrnules 

^ j cos(y/ -I- y/) r= cosy> cosy/'— sin/> siny/', 

( sin (// -H y/' ) r-- sin // rosy/' I siny/' cosy/, 

qui servent a exprimer le cosinus el le sinus de la somme de deux arcs 
en fonction des cosinus et des sinus de ces m6mes arcs. Si Ton vent 
obtenir les cosinus et les sinus, non plus de la somme, mais de la 
difference des arcs donnes, il suffira de remplacer p' par — p' dans les 
formules ( 6 ), desquelles on tirera 

j cos(y/ — y/') ™ cosy/ cosy/' -f- siny/ siny/', 

(7^ { . , , , . , 

i sin(y/~ y/ )=: sin y/ cosy/ — siny/ cosy/. 

Knfin, n etant un nombre entier quelconque, Tequation 

( 8 ) ( 1 ,,)" 

sera Texpression la plus simple du th^oreme de Moivre, puisque, en 
vertu de cette equation, Ton aura 


(9) 


cos/iy/ i sin/iy/ (cosy/ -i- i sin y/)". 
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Si, apris avoir d^velopp 6 le second membre de la fbrmule(9) suivant 
ies puissances asccndantes de i, on egale enlre elies, dans les deux 
membrcs, les quantiles purcmenl alg^briqucs, puis les quantiles qui 
representeront les coefficients de i, on retrouvera lesformules connues 


n{n — i) 

cos np — cos"y/ — cos"~“y> sin-y/ \ . . . , 


(lo) 


sm npz:^ - cos'‘~'y> siiiy> — 


n{n — \ )(n — ‘0 

1 . 2 . H 


cos'^~ p sin ' p , 


que Ton peut encore ecrire comme il suit : 


Ui) 


COS np — co8"y> 


sin np — cos"y/ 


// ( /^ - I ) ^ 

I tan; 


(V'-i • 


n n in — \ '\ {n — ■>,) 

- laiigy; Ung /; 4 . . . 


D’ailleurs on lirera irnnicdialement des equations ( 1 1) 

n n{n i^in — ?. ) 

-laiig// — 

(r>,) tnng«//-- 


I . 9 . . •> 


-Ian;;-// 


//(//- I ) 

I tang-// ! 

I . •« ‘ 


Les formulos (lo) devcioppent le eosinus et le sinus de I’arc np en 
fonctions entieres du sinus el du cosinus de I’arc p. Si Ton veut, au 
contraire, developper les puissances de cos/> et de sin/^ on series 
de lerines proporlionnels aux cosinus ct aux sinus des multiples de /), 
il suflira de recourir aux formulcs (2), desquclles on lirera 

(i3) 



l£n developpant les seconds membres des (U|nations (I'J), el ayant 
cgard a la formule { 5 ), on trouvera 




/ 

( 


cos"yt I 


pin"y; zr: 


// ft 


* np ^ y ^ i // 1 • 

. . 1 


' " 



ft 

.,/t 

. . 

ft 

- n 1 // ~l ' 

y —np 

(-- D" 


2 ” i'* 
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De CCS derntires equations, on peut immediatement revenir aux for- 
mules connues. On en tire, en effet, cu cgard aux formules (i), pour 
des valeurs paires de n, 

In \ 

»{n - I). . . ( - -I I j 


cosnjf H- - cos( // — -f ... - 


n 

I . 2 . . . — 

2 


.,w~i 


(i5) 


cos/iy> - ~ cos(// — 2) p i ... -1 0" ~ 




sin" p : 




( — I )- ' 


et, pour des valeurs impaires de n, 


n{n - 1 ) . . . 


vosnp I Y cos(/2 2)y; 1 ... l 


// -I I 


cosp 


(i^) \ 


cos"^/ : 


// . 

siii//y; ~ - s\\\{n ...H ( — I) 




sin p 


siiV'y^ . 


(- 1 ) 2 "“' 

Lorsque, dans I’equation (.i), on prend 


on en tire 

par consequent, 

(17) 

Si, d’ailleurs, on pose 




* /' — * /' ' /' • 


p . • P 
If, COS— I- I Sin — 




f, /' • • P 

7 cos J sin — 


sin II 
P 

/ = lane:— “ : 

^2 p 

cos ~ 
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on aura 


. /> jf 

SID z=zl COS — f 


ct, par suite, la formule (17) donnera 


(18) 


i,,— 


I + / i 
I — I'l 


En vertu de cette derni^ire formule, toute fonction enliere, ou meme 
rationnelle de pourra 6trc transformee en une fonction rationnelle de 

i = laug i • 


11 y a plus : comme, en vertu de I'^quation (3), jointc a la formule (18), 
on aura 


il est clair quo toute fonction rationnelle de i,,et de i_,, pourra encore 
etre transformee en une fonction rationnelle de t. On trouvera, par 
cxemple, en ayant egard aux equations (2), 


( 20 ) 


cos/< = 


I — r- 

TT 7 -' 


sin p = 


2/ 

H- I'" 


Etantdonneesdeux directions d^terminees par deux angles polaires/>, 
p' , on peut demander la valour de la quantite positive II propro a 
representer I'angle aign ou obtus, mais inferieur a deux droits, qui se 
trouve compris entre ces m^mes directions. Or, il est clair que cette 
quantite se reduira toujours a I’un des quatre angles compris dans les 
deux formules 

2Xjr±:(//— /^), 

^ ou — k etant un nombre entier. Done, par suite, on aura 
(ai) cosH — cos(/>' — />) — , 

ou, ce qui revient au meme, 

faat cosn 


2 
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Telle est I’^uation qui sert a exprimer la valeur de cos IT a I’aide des 
quantiles giom^triques i,„ i,,. et de leurs conjuguees i_,„ i 

Dans ce qui precede, nous nous sommes born6s a considerer des 
quantiles g^ometriques dont les modules 6taient r^duits a I’unile. La 
consideration de celles qui olTrent des modules distincts de I’unite 
foiirnit aussi des demonstrations tres simples de diverses formules de 
lrigonom6trie rectiligne, comme nous allons le faire voir. 

Soienl d’abord /•, deux rayons vecteurs mesures a partir du pole 
dans les directions que determinent les angles polaires />,/>': et nom- 
mons A, B les extremites de ces rayons vecteurs. Si Ton multiplie le 
rayon vectcur r par le cosinus de la quantite positive IT propre a repre- 
senter Tangle aigu ou obtus compris entre les deux rayons, le produit 
ainsi oblenu rcos 11 representera la projection algebrique du rayon 
vecteur /• sur le rayon vecleur r' . Pareillement, /-'cos II representera 
la projection algobrique du rayon vecteur Cela pose, le produit de 
Tun des rayons par la projection algebrique de Tautre sera 

cosll. 

Or, en mullipliant par rr' les deux ineinbres de la formule ( 22 ), on 
trouvera 

( *.3 ) rr’ cos 11 ; 

et les qualre quantiles geometri<|ues 

t'/ty f'p’t /’-/M /■ 

seront evidemrnent les affixes des deux points A,B et de ceiix qui leur 
sont conjugues. Tm consequence, on pourra enoncer la proposition 
suivante : 

TuEORfeME. — Deux rayons vecteurs etant mesurds d partir du pdle dans 
deux directions donnecs, le produit du premier rayon par la projection 
algebrique du second rayon sur le premier^ et le produit du second rayon 
par la projection algebrique du premier sur le second., seront igaux d la 
demi-somme des deux produits dont chacun a pour facteurs les affixes 
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de V exiremiti de Viin des rayons et du point conjugui d Vcxtrcrnite de 
V autre. 

Corollaire. — Souvent on designed Taide de la notation (r, r') Tangle 
aigu ou obtus compris entre les deux rayons vecteurs i\ r' mesures 
dans deux directions donnees. Si I’on adopte cette notation, la for- 
mule ( 23 ) deviendra 

{A ) /■/•' cos (,• ' r) = 

et I’on en tirera 

lyr wr' cos (/'. /•'). 

Soil, niaintenant, It,, la somme des deux quantiles gcometriques r,„ 
D’apres ce qui a ete dita la page i6o ('), la quantile geometrique H,, 
representera, en grandeur et en direelion, la diagonale 0(] du paralle- 
logramme qui aura pour eoles les rayons vecteurs OA, OB, et pour 
sommets, d’une part le point 0 , d’autre part, les trois points A, B, C 
dont les affixes soiit respectivement 

f ^ /ip, 

D’ailleurs, si a ces trois derniers points on substitue leurs conjugues, 
c’est-^i-dire les trois points dont les affixes sont 

I'—p, ^ fi /*' 

on obtiendra un second parallelograiniiie 6gal au premier, ces deux 
parallelogrammes etant deux figures symetriques par rapport a I’axe 
polaire. Done lt,p sera encore la somme des deux quantites geome- 
triques et I’equation 

(■^6) lti'~ r f,,' 

entrainera la suivante, 

(27) 

Or, des formules (26) et (27), combinees entre ellcs par voie de mul- 


(^) Oeuvres dc Cniichy,, cc tome, p. 17G. 
OEuvres de C. — S. II, t. XIV. 


33 
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tiplication, on tire, eu 6gard k I’equation (a 5 ), ia formule connue 

(28) /?-— /■'*-!- 2/t' cos (r, r'). 

Soient, maintenant, 

,1; 

^ • • • 

(les quantites geom6triques en nombre quelconque, et 

A, A', A", ... 

les points dont elles reprdsentcnt les affixes. Pour obtenir la somme Rp 
de ces quantites geom^triques, il suffira, d’apres ce qui a 6t^ dit 
I page 160], de mener par Pextr^miti A du rayon vecteur OA, une 
droite AB igale et parall^le au rayon vecteur OA', puis par le point B 
une droite BC egale et parallele au rayon vecteur OA", etc., puis 
enfin de joindre le p6le O a I’extremit^ K de la derniere des droites 
succcssivement tracees, et de fermer ainsi le polygone OABC . . . HK 
par un dernier c6te OK qui representera, en grandeur et en direction, 
la somme cherchee. D’ailleurs, si aux sommets A, B, C, . . . , H, K, on 
substitue les points conjugu^s a ces memes sommets, alors, a la place 
du polygone OABC . . . HK, on obtiendra celui auquel on peut le 
superposer en faisant subir au plan qui le renferme une demi-revolution 
autour de Paxe polaire; et il est clair que, dans le nouveau polygone, 
le dernier cole, represente en grandeur et en direction par R_p, sera la 
somme, non plus des quantites geometriques donnees 

• • * 


mais de leurs conjuguees 



Done I’equation 

(2<)) /f/<= . . 


entrainera la suivante 

( 3o) R—/’ — /■— /I + H- + . . . . 
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Or, des equations ( 29 ) et (3o), combinees entre elles par voie de mul- 
tiplication, on d 6 duira imm^diatement, eu 6 gard a I’equation (af)), 
la formule connue 

( .'i 1 ) H- = /•'“ + /•'- -1- r"- -I- . . . -4- '! /•/■' cos (/•, /•') I ■>. rr" cos (/•, /•") ^ . 

-I- cos (r'.r") I ... 

-I 


Parmi les formules auxquelles on parvienl quand on considerc des 
quantiles geomelriques dont le module dilTere de I’unite, on doit 
remarquer encore I’equation qui fournil la somme des n premiers termcs 
d’une progression geom^trique. Si, pour plus do simplicite, on suppose 
le premier terme reduit a I’unite, et si Ton represente la raison par/*,,, 
I’cquation dont il s’agit sera 

(39.) I + r'l.-v- r" 'zr. 

Cette equation subsistant, quelles que soient les valeurs du module r 
et de I’argument /), on peut y remplacer p par — />. On trouvera ainsi 

( 33 ) r ' ij , 1 ... 1 

I -- /*-/; 

D’autre part, on a 

( I — /’/,) ( I — I - •>, /• COS// 4 


Par consequent on peut, dans les formules (32) et (33), remplacer les 
rapports 


I 




I 


I — /■- 


/' 


par les rapports 

1 — /•_/, I — r,, 



I — 7.r cos p -h r- r — » r cos p -h r- 


Cela pos 6 , les formules (32) et (33) donneront 


(3.i) 


1-1- r f, "4- rj, -f- , . 

. . H- r’l; 

I -h I'—p -f' rLf, - 1 - , , 

. . rl] 


I — /•-/,— I r'-r"-' 

I — r cos j) -4 / “ 

\ — r,~ 

i — >. r cos p -f- r- 


( 35 ) 
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Chacune de ces derniferes ^uations se partage en deux autres, 
lorsqu’on 6gale entre elles, dans les deux membres, les parties pure- 
ment algebriques et cedes qui constituent les coefficients de i. Alors, 
en ayant egard aux fonnules 

( /■", —inr /•"(cos«/>4-isiiw(y0- 

( r'Li,~ i_„,,/"r=: /"(cos/i/j — i sin up). 


on trouve 


I -4 /• c<)sy> "i- /*- CDs '>, p /•"“' c<>s( // - I )y> 

1 /• rosy/ — /*" co^njf 1 /*" ' ’ cos(// — i )// 

1 — > /• ros y> -h /•- 


( 38 ) /' siny/ 4- /*- sin >7/ 4- ... 4- /*" ’ ’ sin ( tt — i)y> 

/• sin // — /•" sill nj> 4~ /'' ' ’ sin (ii — 1 )// 

I — r cos p 4- / ' 

Lorsqu’on suppose 

/•< i. 

Ic module r" do /•", decroit pour des valeurs croissantes dc n, et devient 
iniiniment petit, tandis que le noinbre n devient infiniment grand. 
Done, alors, en vertu de la formule (32\ la somme des n premiers 
termes de la progression geometrique 

(•4) ■' '■/” ''r 

s’approche indeliniment, pour des valeurs croissantes de n, de la 


C’est ce qu’on exprime en disant que la progression geometrique se 
reduit, pour r<i, k une serie convergente qui a pour somme la 
limite s. Alors aussi, les formules (32), (33) donnent 


I 4 - f'f, 4 - if, 4 - ■ 


1 4 - • . . — 
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et les formules ( 37 ), (38) donnent 


m 


, I — r cos p 

I H- r cos ft f /- cos ‘>. p H . . . = » 

1 ■i/ cos/> H- r- 


^ . /’sin/> 

r SI It /> -4- /- SI n i /> -4“ . . . ™ 

i — •?. r cos j) -f- /’- 


II est bon d’observer qu'en vertu de I’^quation (4i)» jointe a la 
premiere des formules (36), i,,,, sera le coefficient de r" dans le deve- 

loppement du rapport — ^ — en une serie ordonn6e suivant les puis- 

1 rp 

sauces ascendantes et entieres du module r. Done, par suite, sera 
le coeflicient de \ dans le developpement du rapport 


0 - 


et, en adoptant les notations du calcui des r^sidus, on tirera de la for 
mule (40 


ou, ce qui revient au merne, 


( 46 ) 


<- ’ ( I (A r cos p 1 /’- ) [ /•" ■ ' J 


Si, dans les deux membres de cette derniere forinule, on egale entre 
elles les quantiles purement algibriques et celles qui reprisentent les 
coefficients de i, on trouvera 


(i7) 

et 

( 48 ) 


COS np : 


I — /• cos/y 


<-'(l — 'M’COSJi I 'J 


sm tijt 


r sill p 


( I — IP cos p 4 - r- ) 1^ ) 


On pourraitd’ailleursdeduireimm^diatementles formules ( 47 ) et (48) 
des equations (43), (44)- Ajoutons que les equations ( 47 ) et (48) 
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pourront encore etre presentees sous les formes 

(49) C09,np: 


■L-h- 

^ 2 


(5o) 


sn\np ~ SI up 


[ — i r cos p -V- r- J ( /’" ' ^ j 
r I 


1 — 2 r cos p -4 /•' ( ’ J 


Nous avons rappele plus haul les deux equations qui se deduisent 
iinmediatementdu theoreme de Moivre, et qui transforment le cosinus 
et le sinus de I’arc np en functions entieres du cosinus de I’arc p. Si, 
an theoreme de Moivre, on substitue I’equation (41)), ou, ce qui 
revient au meme, les equations ( 49 ) et (5o), on pourra en deduire 

immediatement celles qui transforment cos np et — " en fonctions 

^ sin/> 

entieres de (*osy>. EfrectivemenI, comnie on a 


(r>i) 


I 

1“ i /• (‘OS/> -I /•- 


/// — - 90 


s 

nt — 0 


(■> /’ cos Jt )'*' 

(n C)"”' 


on conclura des forinules (4<)) et (.40) que le coefficient des co&'"p se 
r6duit, dans le developpeinent de co&np, a 

(h-A) V"-' r — '-zll ! — , 

s (1 h ,■■)"•" (/■"-'"t'j’ 

et, dans le developpeinent ilu rapport a 

(53) ■,/" f 1 I_. 

(i-t- J 


D’ailleurs I’expression ( Sa ) se reduit, pour m — n, ou, ce qui revient 
au meme, pour une valeur iiulle de n — m, a 2 ""', pour une valeur 
impaire de n — rn ii zero, et pour une valeur paire, mais positive, 
de n — /n, a 

fi ni — 9 , 

// - ffi ( /fl H- I ) , . , 

(54) (-i)~ ^ "2''-. 


Au contraire, 1 expression (53) se r 6 duit, pour n — m + 1 , ou, ce qui 
revient au meme, pour une valeur nulle de n — rn — i 2 "~', pour 
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une valeur paire den — m a z6ro, et pour une valeur impaire de n — m 
plus grande que Tunite, a 

n ^ m —\ 

(ni -h 1 ) (m 'j)... ; 

(55) (—1) " 

^ ^ ' // /// 1 

l .‘A. , . 


Cela pose, les Equations (^49) et (5o) reproduiront immedialenient 
les formnles connues 


I n ^ n n — 3 

( jo) “ 7/'-' I cos"// — J- cos*' -/J 1 y ( 

/J // — 3 // — \ 

P cos" 

I 8 1 


...J 


(57) sin//yj: 


j^cos"-’) 


-cos" ■ • 7 > -I 


■7/ -1 




Si, dans requatioii (5G), on pose n = 3, on relroiivera la formule 
( 58 ) cos 3/J = 4 COS 7 J — 3 cos y/. 


qui fournii le moyen de ramener la resolution d’une equation du troi- 
sierne degre, quand les trois racines sont reelles, au probltuiie de la 
trisection d’un angle donn6 [7)oir V Analyse al^ebrique]. 




MfiMOIRE 


SUli LK8 

FONCTIONS ENTIERES DUN DEGRE INFINI 

KT KN PAIITICULIER SHU LES EXPONENTIELLES 


I. — Considerations generates. 

On saitqueles puissances a exposants variables, autreinent appelees 
exponenticlh's, peuvent etre considerees comme des fonctions entieres 
composees d’un nombre infini de termes. Ainsi, par exemple, pour 
definir I’exponentielle e~, c elant la base des logarithines n^periens, 
et5 une quantite alg^brique variable, il suftirait de dire que e* est la 
summe de la serie loujours coiivergente 


ou bieri encore, la limite vers laquelie converge, pour des valeurs 
croissantcs du nombre entier m, la fonclion entiere 



II y a plus : lorsqu’on adopte une telle definition, il est naturel de 
I’etendre au cas meme oil la variable z cesse d’etre algebrique ; ct Ton 
se trouve ainsi conduit, par la consideration des fonctions entieres de 
degre infini, k la notion des exponentielles k exposants quelconques. 

CM^uvres ilr C. — S. 11, 1. Xl\. 3^ 
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II convient de donner quelques developpements a cette proposition, 
et de montrer comment elle se lie aux principes etablis dans les articles 
precedents. C’est ce que je vais essayer de faire en pen de mots. 


II. - Sur les fonctions entieres tl'un degrc in/ini. 

Soit z = r,, une quantite geometrique variable dont r designe le 
module et p I’argument. Une fonction entiere de z ne sera autre chose 
[ page 167 1 (') qu’une sornme de termes proporlionnels a des puissances 
entieres et positives de z, le degre de la puissance la plus elevee elant 
ce qu’on nomine le degre de la fonction. Par suite, la forme generale 
d’une fonction de z, entiere et du degre n, sera 

a,b,c, . . . ,g, h designant des coefficients constants dont chacun pourra 
etre une quantile geometrique. 

Concevons maintenant que les divers termes dont se compose la 
fonction entiere appartiennent a la serie, 

(1) «„■ a,:. a..z' o,,:.", ... 

indefinirnent prolongee. Si Ton designe par ,v„ la somme des n pre- 
miers termes de cette s^rie, on aura 

(2) s,i~ ( 1 2 --"H- . . . -I' r."“’ ; 

et s„, .v„+, seront deux fonctions entieres de z, la premiere du degre 
n — I, ta seconde du degre n. Si, d’aiilcurs, n vienta croitre indefini- 
ment, la somme s„ pourra converger ou ne pas converger vers une 
limite fixe. Dans le premier cas, la serie sera dite comergente, et la 
somme de la s6rie, c’est-k-dire la limite s de s,„ determinie par la 
formule 

(3) i = 0(1-1- 0,5 -1- 


(1) Q^iwres de Cauchy y ce tome, p. 186. 
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sera ee qu’on peut appeler une fonctionentierc d" unde gH inf ini. Dans 
le second cas, la serie sera divergenle, et n'aura pas de somme. 

D’autre part, si Ton nontime a„ le module de et a la limite ou la 
plus grande des limites vers lesqiielles converge, pour des valeurs 
croissantes de n, I’cxpression 

// - — 

K . 

a sera le module de la serie 

(4) a„. ... 

donl le (erme general est a/' sera le module de la serie (i) dont le 
terine general est [tome III, pages 388 et suivantes (*)]; et la 
s 6 rie (i) sera comergente ou divergenle, suivant que le module arsera 
inf 6 rieur ou sup 6 rieur k I’linite, ou, ce qui revieat au ineme, suivant 

que le module r de j sera inf^rieur ou sup^^rieur a *• En consequence 

1 

la serie (i) sera toujours divergcnte si I’expression (a,,)", croissant 
indefininientavec n, a pour limite I’intini, puisque alors ] deviendra 

ci 

1 

— -JT () . 

00 

C’est ce qui arrivera, par exetnple. si et, par suite, a„ se r^duisent 
au produit 

1.3.3...//, 

puisque alors on aura [voir la page 206 (-)J 

~ I _ 

( a ‘ > V' " ' 

et, par consequent, 

a ~ lirn x. 

Au contraire, la s^rie (i) sera toujours convergente si Texpression 

1 

(an)", decroissant indefiniment pour des valeurs croissantes de n, a 

(1) CEuvres de Cauchy, Sprite 11 , t. XIII, p. 437. 

(-) G^UK>res de Cauchy, ce Lome, p. 236 . 
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pour limite zero, puisque alors ^ deviendra 

1 

~00. 

<.> 

C’est ce qui arrivera, par exemple, si a„ et, par suite, a„ se r6duisent 
au rapport 

I . i ' 

puisque alors on aura 

( 11 „ )" r < • 

(i. •<...//)- V'" 

el, par suite, 

1 

a lim (a,, )"ir- o. 

Done la serie 

(5) 1 -> — » • , 

1 I . I . J 

dont le terme general est 

(-// 

1 

I . i. . .N 

ne cesse jamais d'etre convergente; et a une valeur finie quelconque, 
alg6brique ou geoinitriquc, de la variable z correspond loujours une 
fonclion entierc s, d’un degre infini, propre a representer la soinnie de 
cette serie, et determinee par la forinule 

(0) .s-r= ,+ i -f- il 

I I . •>, 

Si le module a de la serie (4) offrait non plus une valeur nulle ou 
infinie, mais une valeur finie differente de zero, la somme s de la serie 

( 1 ) , on, ce qui revient au ineme, la fonction entiere de s, represent^e par 

le second membre de I’equation (3), subsisterait pour ;■< ' i et dispa- 

raitrait pour r> Ainsi, par exemple, en sommant la progression 
geom^trique 


( 7 ) 
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dont le terme general est s", on obtiendra la fonction entiere 

(8) I I ; . . 


qui subsistera, et sera equivalente au rapport — taut que lo 

module r de s sera inferieur a I’unite. Mais la fonction entiere 
i + + cessera d’exister si la progression (7) est diver- 

gente, ou ce qui revient au meme, si le module / de s cst superieur k 
I’unite. 


Ill- — Sur la liniile rrrx laqneUe 


pour (ies vnleurs croissantes fie m. 


express! on 



Soient z une quantite geometrique variable, et m un nombre entier 
quelconque. On aura, en vertu de la formule de Newton, 


( 1 ) (iH r H- /// c 4 i z"‘ -- 


, -///— I , -/// 


et, par suite, 



Dans le second membre de la formule (2), lo terme general, ou 
proportionnel a 5", se reduit, pour n'^m, a zero, et pour n= ou 
<m,k 

\ ni J \ ni J \ iti / I . . n. 

e’est-a-dire au produit de la quantite 


{\) 




1 


par le terme general 


I . 2 . . . /i 

de la serie 

, 

1 . Si 1.2.3 


( 5 ) 
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D’ailleurs, en vertu de la formule (5) de la page 207 ('), la quantile (4), 
toujours inferieure 4 I’unite, ne peut s’abaisser, quand m surpasse n, 
au-dessous de la difference 


Done, si Ton fait croitre rn indefiniment, en laissant n invariable, 
I’expression (3), e’est-a-dire le terine general du developpenient de la 
puissance 



convergera vers line limile equivalente au lerme general de la 
serie (;')). II est naturel d’en conclure que cette puissance elle-meme 
sera equivalente a la somme de la serie (5), et que, si pourabreger, 
on designe cettc somme k I’aide de la notation I-], en posant 


on aura, en faisant converger le nombre entier m vers la lirnite x , 



II importe d’ailleurs d’etablir .cette conclusion d’une maniere rigou- 
reuse. On y parvient aisernent comme il suit : 

Lc coefficient numerique du rapport 

1 ’ 


dans le second membre de la formule ( 2 ), 6 tant toujours comprisentre 
les limites 

n(n }) 

I , I - 

■>. fft 


pour /? = ou A/?, et toujours nul pour ri > il est clair que, si Ton 
repr^scnle le coefficient dont il s’agit par i — a„, sera un nombre 
qui verifiera, pour n= ou rn, la condition 


( ^ ) CEmres de Cauchy ^ co tome, p. 237. 
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et, pour n >>w, la condition 

de laquelle on tirera, en supposant w > i, et, par suite, n > 2, 

n — I n n — i 


(,<>) 


< 

9 . m '« 


Ola pose, la foriiiule (2) deviendra 

\ ni J I . •? I . 


I -4 - 


l . 


ou, ce qui revicnt au meme, eu egard ci Tecjuatioii (7), 

la val(uir de 0 elanl 

/< rr r 

( I 'l) 0 nr a , i- 7 1 . . . ~ ^ 

^ ^ ' I . ^ I .9.. ^ O I .9. . .n 


D’ailieurs ie coefficient a„ ne pouvant, en vertu des formules (9) el 
(10 ), surpasser le rapport '1 ®st clair que, si Ton nonime r le 

module de le module du prodnit 


sera, pour une valeur queleonque de n, toujours egal ou inferieur a la 
quanfite 

/f(« — 0 '•« _ r- r'‘-' 

2 /// I . 2 . . . /^ 9 /n I — 9) 

Done on tirera dc! la formule (I:^) 

mods < ^ fl^ 1 I •••'), 

ou, ce qui revient au meme, 

r~ 

(i3) mod3< — I/-]. 

^ ' 9 m 
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Or, il suit cvidemment de la formule (i3) que si, en attribuaiit a la 
variable z et par consequent ^ son module runevaleur finiequelconque 
on fait croitre ind^dniment le nombre entierm, le module de Sconver- 
gera vers la limite zero. Done, dans la meme hypothese, la valeur 

de d6terminee par la formule (ii) convergera vers la 

limite [zj, et Ton se trouvera ainsi ramene a I’equation (8). 

Si a la variable z, supposee independante du nombre m, on substitue 
une variable 

? — Per 

qui depende de ce nombre, et qui, pour des valeurs croissanles de m, 
converge, avec son module p, vers la limite zero, alors, a la place de la 
formule ( 1 1 ), on obtiendra la suivante 

(,4) = 

c etant une quantite geometrique dont le module verifiera la condition 

(i5) mode < | p ). 

D’ailleurs, tandisque p s’approchera indefiniment de zero, la quantite 

I P 1 P I 1 

I I . ■>. 

toujours inferieure ii 

I -r- p -1- p- -I . . . , 

I — p 

s’approchera indefiniment de I’unite, cl le produit p“fp]de zero. Done, 
si C depend de tn, et si, en faisant croitre indefiniment le nombre ///, 
on voit le module p de C converger vers la limite zero, t et son module 
convergeront vers la meme limite en vertu de la formule (i 5); et, comme 
le module de 


sera inferieur a [p], par consequent a 


1 


, 

I-p 


la limite de |C] sera I’unite. 
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Done ia formule (i4) donnera 

(i6) 



IV. — Sur les'^xponentielles. 

Soient 3, 2 ' deux quantiles geom^triques distinctes, etwun nombre 
entier qui croisse ind^finiinent. On trouvera 




— I =: 1 -I- 
nt / 


Par suite, en considerant ^ coinme une quantile intiniment petite du 
premier ordre, et en negligeanl, dans le second inembre de la 

formule (i), le terme infiniment petit du second ordre on aura 
sensiblement 

\ \ fn, J tn 

On aura, au contraire, en toute rigueur 


si Ton choisit ^ de maniere a v^rilier la condition 


::=(■ 


ou, ce qui revient au mcme, si Ton pose 


Or, en vertu de la formule (3), ^ sera une quantile geometrique qui 
dependra du nombre m, et qui convergera vers ia limite z^ro, quand 
ce nombre croitra indefiniment. Cela pos6, on lirera evidemment de 
la formule ( 2 ) : 1 " en elevant les deux membres a la m''""’ puissance, 
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2 " en faisant croitre indefiniment le nombfe M) el ayant 6gircl aux 
formules (8) et (i6) du paragraphe III, 


On pent done ^noncer la proposition suivante : 


I'lmoaiiME 1 . — Si Von designe gar s, s' deux quantitis g^omitriques 
dii'tinctes, et par [ 5 ] /a sornme de la sirie toujours convergenle 


( 5 ) 







• • * ♦ 


dont le terme general ext — - — , on aura 
^ I .a. . ./I 

(fi) | = ||-| = | = H-^'(- 

CoraUaire. “ En attribuant k s' des valeiirs pUrement alge* 
briques, et raisonnant comme dans un precedent article | pages 
200 ( ' )], on tirera de la forinule (5) reqilatioii 

(7) hi=i'h 

D’ailleurs la quantite ici designee par le symbole [i j, e’est-a-dire la 
sornme 

E - H ^ -I 4—7 + . . . -'.,71 s >,8 18... 

a a..) a. 3. I 


est pr6ciseiiient le noinbre qui sert de base aux logarilhines neperiens 
et que Ton roprt^sente ordinairement par la lettre e. Done la formiile (^) 
donnera 

I 3 I fell 


On pent done enoncer la proposition suivante : 


XnEonfeME 11 . — Si Tan designe pars line quantile purement algehrique 
il XU ffira, pour obtenir la xonime [s] de la serie 


d’6lever le nombre 


Z 5- 5*' 

I 1 . ‘2 1.2.0 

2,7t8*i8iS. . . 


(' ; (/ui^ rcs (le (himiJif, ce lomo, p. 226. 
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d la puissance dont le drgre est marqui par l'e<tpo\ant s •, de sorte qu’on 
aura 

( 8 ) | 5 | = ^‘. 

Corollairc. — Si dans la formule (8) on remplace z par az, a etant 
une quantile algebriquc positive ou negative, on trouvera 

(9) |ar. 

Si d’aiileurs on pose 

(...) 

A sera une quantile positive, superieure ou inferieure a I’unite, 
suivani que I’exposant a sera positif ou negatif; et comme, en 
elevanl a la puissance z les deux inembres de i’equation (lo), on 
trouvera 

la formule ( in') entrainera la suivanle, 

(ll) las|:-\\ 

Les puissances a exposaiits variables, rcnferinees dans les forinules 
(8 ), ( 1 1 ), et representees par les notations 

, A ‘ 

sontcc qu’on appelle des rjcixmentielles. L’exposant 2 de chacune de 
CCS puissances est ce qu’on nonime le logarithmc de I’exponentielle 
ou A" dans le systhme dont la base esl le nombre cou A. Le logarithme 
qui correspond a Une valeur donnee de rexponcntielle, dans un sys- 
t^tne de logarithmes donnes, depend evideminent de cette valeur 
meine el de la base du systerne. On sail quo Neper, inventeur des 
logarithmes, en publiant sa decouverte dans Touvrage intitule : Miri- 
fici logarithmomm canonis Desvriplio, adopta d’abord le systeme 
correspondant a la base e. C’est pour ce motif quo Ton donne aux 
logarithmes calcules dans le systeme dont la base est e, le nftm de 
logarithmes mperiens, et a I’exponentielle e- le nom d'cxponmtielle 
ntperienne . 
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Cela pose, il soil du deuxieme theoreme, joint a la formule (8) du 
paragraphe 111, que, dans le cas oil s designc une quantite alge- 
brique, I’exponentielle neperienne coincide non seuiement avec la 
somine de la serie 

I ^ _ , , , • • ' 1 

I I ..I I .i. 6 

rnais encore avec la limite vers laquelle converge, pour des valeurs 
croissantes dn nombre entier rn, I’expression 



Done, pour des valeurs algebriques de I’exponentielle nepe- 
rienne r pourrait etre deiinie a I’aide de Tune quelconqiie des deux 
foriTiules 


(.3) 



II y a plus; rien n’empeebe d’^tendre ces deux formules au cas meme 
oil I’exposaiit est une quantite geometriqiie, et de considerer alors 
cliacune d’elles coinrne propre a fournir une deiinition de I’exponen- 
tielle neperienne e'. 

Quant a I’exponenticlle A', dont la base A est un nombre quel- 
conque, il suffit, pour la delinir generalement, quelle que suit la 
valour algebrique ou geometrique de I’exposant d’etendre la for- 
mule (ii), au cas meme oil cet exposant cesse d’etre une quantite 
algebrique. Cette extension etant admise, la definition generale de 
I’exponentielle A" sera fournie par I’equation 

(i/Q 


ou, ce qui revient au meme, parl’^uation 



a'’ z" 

1.2.3 


(i5) 


I 


1 .2 


-f 
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a etant une quantity algebrique choisie cle iiianiere que Ton ait 

(i6) K—e". 

En d’autres ternaes, a sera simplement le logarithme neperien du 
nombre A. 

V. — Proprietes di verses des eaponentielles. 

li’exponentielle neperienne e' n’^tant autre chose que la soinine [:? | 
dc la serie convergente 

I — — , 

I I . > I . 

il est clair que la formule 

I = 1 1 i = i = + 

etablie dans le paragraphe IV, pourra s’ecrire comme il suit : 

(i) 

On trouvera de meine, en designant par A une quantile algebrique 
positive ou negative, et remplavant z par az, z' par az’, 

(■ 2 ) r"-' — p"- > ; 

puis en posanl 

on reduira I’^uation ( 2 ) a la formule 

(3) A--A= = 

Il resulte des formules ( 2 ) el (3) que, pour operer la multiplication de 
deux exponentielles relatives la memebasecou A, il suffit d’ajouter 
les exposants. Lorsque z, z' se reduisent k des quantiles alg^briques, 
c‘, ou A®, A* repr^sentent des nombres dont z, z' sont les loga- 
rilhmes. Alors les formules (i) et (3) mettent en evidence la propria^ 
fondamentale des logarithmes, savoir, que, pour obtenirle logarithme 
du produit de deux nombres, il suffit d’ajouter entre eux les logarithmes 
de ces nombres. 
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Suppoaong maintenantque loitune quantity g^om^triqu«i en sorte 
qu’on ait 

3 11 : 1 : ./* -f- /)' 


x,y etant les coordonn 6 es rectangulaires du point dont I’affixe ests. 
La fonnule (i) donnera 






D’ailleurs, en vertu de la forniule (i3) du paragraplie V, on aura 

( 1 i 

‘ V/ j ’ 

puis en posant, pour abreger. 


(«) 


• I — pa — 'ap! 


on tirera de l’ 6 quation (5) 

(7) liinp,„a= limp lini 

On satisfait a Liquation ((>), ou; ce qui revient an ineme aiix deux 
suivantes 


(S) 

en prenant 

(9) 


-- o ftin 777, 

' nt ' 


r 1 

777 “ arc tan^ — » p— ; 

/// ‘ cos 777 


el alors, pour des valeurs indefinimenl croissantes du noinbre entier 
/«, on voit Targurnent ra converger vers la liinile zero, le module p vers 
la limite i, et le produit 






tan^rnr 


vers la limite j. Done la formule ( 7 ) donnera g 6 neralement 

(ii) 

ou, ce qui revient au meme, 


(i-i) 


COSJ' h 1 ‘^in ) . 
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L’^uation (la), decouverte par Euler, pert a ejcprinaer en fonction 
des lignes trigonometriques, cos^, sinj^, Vexponenti^Ue tri^o- 
nomitrique e^‘. Laforinule(i i)est I’equation d’Euler, reduite a la forme 
la plus simple. 


VI. - Sur les exponentielles trif^ononiHriques. 


Soient p un angle quelconque et m un nombre entier. Si Ton fait 
croitre ce nombre indefiniment, qu, ce qui revient au meme, si on le 
fait converger vers lalimite oo, on aura, envertu de la formule(i.'i)du 
paragraphs IV, 

(1) lin. ^1+ -^ij . 

Si d'ailleurs on pose 

( 2 ) I -I- ^ i = pBT= p(cosm -+ i siiiro). 

on en conclura 

V 

(3) i = pco8CJ, -^=:p8inGy; 


et il est clair que si I’on attribue au nombre m une valeur tr^i consi- 
derable, de maniere a rendre tres petite la valeur num6rique de^^' on 
veriliera les equations (3) en prenant 

(i) m = «.ctang/;. 

Enfin, comme on tirera des formules (i) et( 2 ) 

«/-' = lim ( pn, )"' ?= lijn ( p'" )„,,, 

le module et I’argument de I’exponentielle e''' seront evidemment les 
limites vers lesquelles convergeront, pour des valeurs croissantes de m, 
les quantites 

(5) P"=('+S)’ 


el rum. 
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Mais, m venant a croitre indefiniment, le rapport -- s’approcheraind6- 
finiment de z6ro; par suite, la quantite 


tn 


et sa racine carrfee 




s’approcheront indefiniment de I’unite. Alors aussi, m venant a 

s’approcher indetiniment de zero, on verra le rapport conver- 
ger vers la limite i, el le produif 


mm — p 


vers la limite p. Done, en resume, I’exponentielle c>'' a pour module 
I’unite, et pour argument Tangle p\ el Ton a identiquement 

(6) <"/’'= i,,= cos^; 4- i siii;y. 

II suit de cette derniere tormule que, dans Texponentielle e'"', lapartie 
purement algebrique et le coefficient de i se confondent avec les deux 
lignes trigonometriques appelees le cosinustX leAinux de rargument/>. 
C’est pour ce motif que nous donnons a e>’' le nom d’ exponmtielle tri- 
gonomt'trufue . 

Nous avons remarque, dans le paragraphe IV, que Ton a pour toule 
valeur finie de z 

e- — I - 4- — 1 5 - 4- . . . . 

I 1.2 1.2.3 

Si done, dans T^quation precidente, on pose z =pi, et, par suite. 


e- — e!’' ~ cos p 4- i sin p. 


on trouvera 


coip 4- t siny: 


/>. p- P • 

l sinp ~ I -h — I I 

' I 1.2 1.2.3 


et il suffira d’6galer entre elles, dans les deux membres de T^ua- 
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tion (7), d’une part, les parties algebriques, d’autre part, les coeffi- 
cients de i, pour retrouver les formules connues 


(8) cos/> = 


JL _ 4 _ 

1.9, I . 9 . 3 . 4 


in p : 


P 

I 


y>> 


1 . 9.3 


qui servent a d6velopper cosjo et sinjo suivant les puissances ascen- 
dantes de I’angle p. 

Remarquons en finissant que, si Ton represente par x, y, les coor- 
donn6es rectangulaires, et pars I’affixe d’un point situe dans un cer- 
tain plan, en sorle qu’on ait 

c zn- ./ -h ) i. 


r^uation ( 4 ) du paragraphe IV, savoir : 

(9) 

donnera, eii egard k la fonnule ((>), 

(10) e*' — i-’i,. 

Done I’exponentielle 


aura pour module le nombre r' et pour argument la quantity 

Si ia quantite geom^trique z' Mait conjuguee a s, en sorte qu’on 
eOt 

alors, k la place de I’equation (9), on obtiendrait la suivante : 

(11) 

que Ton pourrait encore ecrire comme il suit : 

(12) 

en vertu des formules (9) et (i i) jointes a I’^quation (0), les exponen- 
tielles e', r~ seraient, ainsi que z et s', deux quantites geomitriques 
conjuguees. 
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SUR LEB 

DIVERS LOGARITHMES DTNE (JUANTITI? GliOMETRIQUE 


Soil une quantite g^otn^lrique. Les divers Ingarithmes de z, dans 
le systtMiie qni aura pour base un norahre donn^ A, seront les diverses 
valours d’une quantity gcom^trique A determinie par I’^quation 

Si, en reduisant le nombre A a la base 

e = 2,7182818. . . 

des logarithincs nepiriens, on designe par X Tun quelconque des loga* 
rilbines neperiens de z, on aura simplement 

(2) e'=zz. 

Soient maintenant r le module et p Targument de z, en sorte qu’on 
ait 

r- =r i,,r — /• CO*/.' 4 - i/'Binp; 

et posons 

./• — /• cos/>, y = /• siri/y. 

A chaque valeur de 

correspondra un systome unique de valeurs alg^briques de x, 
propres a repr<^senter les coordonn^es rectangulaires du point dont ^ 
sera I’affixe. Au contraire, a chaque valeur de z correspondra une 
infinite de valeurs de I’argument/?; et, comme ces valeurs sereduiront 



SUM I.KS DIVKRS LOGARITHMES 


aux divt^rs lermes d’une progression arithm^tique donl la raison sera 
la circonference 2 ti, Tune d’elles sera generalement comprise entre les 
limites — t:, -i- ti. Si on la represente par la letlre p, la valeur generale 
de p sera 

(3) /» — p-+-a/7t, 

k designant une quantity entiere quelconque, positive, nulle ou 
negative. 

Concevons a present que Ton pose 

= fii. 


a, [3 etant dcs quantites alg^ibriques. On en conclura 


Done la qnantite g6om6trique c* aura pour module e*, pour argument 
fl, et, en vertu de ce qui a et^ dit pr^cedeminent (p 2 1 7 ) (' ), I’equa- 
tion (2), que Ton pourra iscrire commo il suit 


donnera 


I,,/-, 


r. 




Done, si Ton designe, a I’aido de la lettre caracteristique 1 , et par la 
notation l(r), le logarithme algebrique et nep6rien du nombre r, on 
aura 

a = l(r), p — f + 2/.r.. 


k designant une quantite entiere, et 

(4) = l(r) + (p ^ 'iknYi. 

En d’autres termes on aura 

(5) >i = l(r) -Hjyi, 

la valeur de I'argument p 6tant Tune quelconque de celles que deter- 
mine la formule (d). 

11 est bon d’observer que I’arc d6sign6, dans les formulcs prece- 


(1) OiJlwres de Cauchy'^ ce lomo, p. 
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denies, par la lettre p, est, de (ous ceux qui ont pour cosinus ^ et 
pour sinus le plus petit, abstraction faite du signe, et, par conse- 
quent, celui qui s’cvanouit quand la quantile geometrique z se reduit 
au module r. Par suite, si Ton pose /> = p dans la formule (5), on 
obticndra celui des iogarithmes neperiens de z, qui se reduit a l(r) 
quand se reduit a /•, et qui, pour ce motif, sera generalementdesignc 
par la notation 1(2). Cela pose, on aura 

(6) 1 ( 5 ) = l(r) -t- pi, 

et la formule ( 4 ) donnera 

( 7 ) 

la valeur de 1 etant 

(8) l=>./.7:i. 

Si Ton reduit la quantile geometrique s a I’uniie, on aura 

l(j)=:l(l) = o. 

et les diverses valeurs de a se reduiront aux diverses valeurs de 1 
fournies par I’equation ( 8 ). Ces diverses valeurs de 1 ne seront done 
autre chose que les divers Iogarithmes neperiens de runiie,elil suffira 
d’ajouter ceux-ci a 1(2) pour obtenir les divers Iogarithmes neperiens 
de z. 

Si la quantile geometrique 2 s’evanouil avec son module r, le loga- 
rithme neperien !(/•) se reduira simplement k — w, e’est-a-dire a I’in- 
iini negatif; et la formule ( 6 ) donnera 

( 9 ) l(o)=--»^pi. 

Tangle p reslant indetermine, et pouvant etre arbitrairement choisi 
entre les limites — u, + u. On peut remarquer que, dans la meme 

hypothese, la derivee de 1(2), savoir, acquiert un module infini, 
Targument restant ind^termin^. 

Enfin, si la quantile geometrique 2 se reduit a la quantile alg 6 brique 
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e( negative on aura 
par consilient 


ip — ip — — 1, 

lp= •d:ni 


fet pour satisfaire h cette derniere fortnule, sans altribuer ii p une 
valeur situfefe hors des limites — it, + Tt, il faudra supposer, ou p = it, 
ou p = — It. L’feqoation (6) donnera, dans ia prenli^re supposition, 

(lo) 1(— /■) = l(r) + Tii, 

dans la seconde 


(II) 


l{ ~ tt) : 


et il estclair que Ton pourrail, dans la determination du logarithme 
nierien design^ par 1( — /•), hesiter entre les fonnules (lo) et(ii). 
Pour faire disparaitre toute incertitude, j’ai propose, dans le troisieme 
volume (p. 38c))('), d’adopter de preference la forinule (lo). Mais 
on pourrait aussi, sane inconvenitnt grave, admettre que la func- 
tion l(r), dans laquelle le coefficient de i devient indetermine, quand 
s’evanouit, offre pour ce meine coeflicient deux valeurs distinctes, 
quant au signe, et donnees par les formules (lo) et (i i), dans le cas 
oO, 3 6tant r^duit k r, I’argutnent p cesse d’lfetre renferini entre les 
limites it, -f- et oU cel argument peut fetre censi atieindre Pune 
ou Pautre limite au gri du calculateur. Il y a plus, on sera naturelle- 
ment conduit a la formula (lo), si ia quantile negative — centre dans 
le calcul comme limite d’une variable dans laquelle le coefficient de i 
se rfeduit k une quantity positive inftniment petite. On sera, au contraire, 
naturellement conduit a la formula (it), si !a quantite —r est la 
limite d’une variable dans laquelle le coefficient de i se red nil a une 
quantite negative infiniment petite. Ainsi, en definitive, il parait con- 
venable de ne point s’arreter a priori k Pune des formules (lo), (i i) 
plutol qu’k Pautre, el de laisser le Calculateur libre de se determiner 
daiia )e ehoix qu’il fera de I’une ou de Pautre, par des conBidkrations (*) 


( * ) <Sm»rts th B4rie U, 1. Xiil, p. <a6. 
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puisees dans la nature m^nie de ia question qu’il ee proposert de 
r^soudre. 

1 /opinion que je viens d’exprimer se trouve corroboree par la 

remarque auivante ; 

Si, dans la formule ( 6 ), on pose /• = !, et, par suite, s — ip, on 

trouvera 

(•2) ,)=/?!. 

Cela pos 6 , r^quation ( 6 ) donnera 

(13) l(s) = l(r^)=l(r)4-l(,,). 

D’ailleurs il est naturel d’elendre les fortnules (12) et (i 3 ) au cas meme 
ou Ton a 1^3== ■“ 1, et, par suite, /» *= dr ti. En admettant oette exten- 
sion, on tirera de la formule (i 3 ) 

(14) !(-/') -I(r)d-I(-!). 
et de la formule (i 2'> 

(15) l(— I):-^ ±7ri. 

Or, de I’equation (i 4 ) jointe a I’equation (i 5 ) on deduira immediate- 
ment ou la formule (^10) ou la formule (ii), suivani que Ton reduira 
le double signe renferrne dans I’equation (i 5 ) au signe -t- ou au 
signe — . En d’autres termes, si Ton pose a = — r, I’equation ( 6 ) sera 
remplacee par celle-ci 

(«t)) l(— /•) I(r) ± ni. 

Reinarqudns encore que dans I’equalion (i ')) ou (16) le double signe 
repond auxdeux limites vers lesquelles converge I’argumenl /),tandis 
que dans I’expression 

; = 1 i, 

on pose x = — i, ou x= -- r, en faisant converger la quantile posi- 
tive ou negative j vers la limite zero, tout comme dans I’equation 

“ = ±00 
O 

{yoiT V Analyse algibrique, p. 45 ), le double signe r^pond aux deux 
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limites +ao, — ao vers lesquelles converge I’expression 


I 

— 9 

,r 


tandis qiie la quantile positive ou negative s’approchc ind^dnimcnt 
de zero. 

Uemarquons enfin que, si Ton designe par s' la quantile g^ometrique 
conjuguee a z, en sorte qu’on ait non seulement 

: -I- _^i'i = r,„ 


mats encore 


z'= .1- — I'i — r-,„ 


les deux fonctions de - designees par les notations 

• (=). 


dont la premiere est definie par laforinule(())de la page 241^ (')» seront 
deux quantiles geom^triques conjugudes. Ainsi, en vertu des conven- 
tions adoptees, l(a') sera conjuguee a 1(2), tout comme r a e‘. Ajou- 
tons que, si Ton fait converger les quantites conjugu^es 

z — r,, el 

vers la limite commune — r, en laisant converger p vers la limite z, 

l(-). !(=') 


convergeront vers les limites 

!(/•) -f- Tri, !(;•) — ri. 


qui sont precisemenl les deux quantites conjugu^es dont chacune 
pent etre consider6e comme une valeur del( — r). 

Revenons maintenant au cas ou A est un nombre quelconque, et 
nommons n le logarithrae alg6brique et neperien de A, en sorte 
qu’on ait 

a = l(A), 

et, par suite, 

(17) A = c“. 

On aura encore 

A^= 


Done I’equation (i) donnera 

(, 8 ) — 


(1) (Euvres de Cuuc/ijj ce tonic, p. ^86. 
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Kn divisant pare"*’ le premier et le dernier membre de la formule(i8), 
on trouvera 

(19) 

Done, la difference a\ — l(-) sera Tun des lof^arithines dc I’unite, 
c’(!st-a-dire Tune des valeurs de 1, et la valeur generale de A sera 
determinee par Tequation 

a\ — 1(3) = 1, 

de laquelle on tirera 


ou, ce qiii revient an ineme, eii egard ii la forniule (7), 


On se Irouve ainsi ratnene an fheoreine connii dont voici I’enonce : 

Pour obtenir Ics do ers logarithmes de z dans le systeme dont la base 
est le noinbre A, il sufjit de diviserles divers logarithmes neperiens de z 
par le logarithme reel et niperien da nomhre A. 

Si Ton designe a I’aide de la lettre caraeteristique L, el par la nota- 
tion L(r), le logarithme du nombre /-dans le systeme dont la base est 
le nomhre A, alors, cn posant comme ci-dessus a = L(A), on aura 


II sulTil d’etendre celte derniere formule an cas on b; nombre /• se trouve 
remplace par une quantile geometrique pour obtenir I’equation 


( 23 ) 



qui sert a dcfinir generalement la fonction L(a). 

Les definitions que j’ai ici donnees de l(s) et de different dc 
celles qui ont ete adoptees par M. Bjorling, dans le cas seulemcnt on 
I’argument represente par la lettre p se trouve renferme entre les 

limites — Tt, — • Suivant cet auteur, dont les intercssantes recherches 


Qb'uvres de C. — S. II, t. XIV. 


37 
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ont ete deja mentionnees dans le tome III (p. 387) ('), on devrait 
prendre pour valenr do p dans la formule (6) un angle qui, toujours 

inferieur k la limile ^ -f- r., ne s’abaissat jamais au-dessous de la 

limite ^ — -n, Ajoutons que M. Bjorling a donnc a la fonction 1(5) 

ou L(s) le nom de logarithme principal. Nous conserverons ce nom; 
inais nous subslituerons aux definitions donnees par M. Bjorling cclles 
(jue fournissenl les I'ormules (G) et(io), quand on attribue ii I’argu- 
inentp une valeur numerique inferieureou tout au plus egalea 11 en 
resultera quo les logarithmes principaux de deux quantites geome- 
triques conjugu^es seront encore deux quantites g6om6(riques con- 
juguecs. 

Les deux fonctions de z, representees par 1(5 ) et L(5), jouissent, 
quand z se reduit a un nombre, de propriet6s connues. Ces proprietes 
ne subsislent plus que sous cerlaines conditions, quand 5 est ou une 
quantile negative ou une quantitd geometrique. 

Ainsi, par exemple, si dans les Equations 

I (,•/•') = 1 (/•) + ] (/■'). 

(2r>) L(rr') = l.(r)-4-E(r'). 

qui se verifient generalemenl quand /•' sont deux noiiibres quel- 
conques, on remplacc ces nombres par deux quantiles georn6triques5, 
5', on obliendra les deux I'ormules 

(■.6) 1 -4-1 (c'), 

(ay) = !.(:) -4 !.(:'), 

qui ne seront pas toujours cxactes. Si, pour fixer les idees, on suppose 

; = 5'=/y, 

chacun des arguments p, p' etant compris entre les limites — r,, -4- n; 
les formules (26), (27), dont la premiere jointe a I’equation (28) 
entrainela seconde, subsisteront quand la somme/? />' sera comprise 
elle-m^me entre les limites — n, + it. Mais comme, pour reduire la 


(’) G^mres de Cauclif, s(M*ie 11, 1. XUI, p. 
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somme p p' k une quantile dont la valeur numerique ne surpasse 
pas le nombre tc, on se verra oblige de faire croitre on d6croitre cette 
somme du nombre 2H, si ellc est inferieure a — ti, ou superieure k 
on devra, eu egard a I’equation (6), remplacer I’eqiiation (26) par la 
forniule 

(9,8) l(;3') = l(:)H-l(i')-(-9wi. 

si la somme p + p' est comprise entre les limiles — z, — 2r., et par la 
formule 

(99) l(;:')rr:l(:) l l(;')-o, 7 :i, 

si la somme p -t- // est comprise entre les limiles 211. 

Dans le cas particulier oti so reduita — i, on a simplemcnt 


Alors aussi, a la place de la formule(28) 011 (29), on obtiendra I’^ua- 
tion 

(30) \(--z) = ](z)-zi, 

si Targumenl p de s est compris entre les limites o, r., et I’equation 

(31) 1( — 

si p est compris entre les limites o, — u. 

Si z' sont deux quantites geomelriques conjuguees, les argu- 
ments p, p', rediiits a des arcs renfermes entre les limites — z, + t:, 
seront n^cessairement egaux au signe pres, mais alFectes de signes 
contraires. On aura done alors 

l> + //— o; 

et, comme on aura aussi 

t f y ^ f ft t - ft f y 

r^quation (26)donnera 

(82) D - ) ) — I ( /‘^ ) 9 1 ( /■). 




MEMOIRE 


SLR 

LES PUISSANCES OU EXPONENTIELLES 

DONT LES EXPOSANTS ET LES BASES 
SONT DES QUANTITES GEOMETBIQUES 


Soierils et » deux quantiles conslantcs ou variabl(“s. Si cos quantiles 
sont alg^briques el positives, ou, on d’autres tenues, si elles se 
r6duisent ii des nombres, on aura idcntiqueinent 

(I) 

et, en elevant les deux niembres de l’e<|nalioti (i)a la puissance dn 
degre n, on trouvera 

D’ailleurs, pour que Liquation ( 2 ) s’etende au cas ou z et u sont des 
quantiles geom^triques, il suffit d’adrnettre que, dans ce dernier cas, 
on se sert de cette equation ineme pour d^finir g6n6ralement la 
puissance ou exponentielle z" dont la base est z, et rexposa/it u. C’est 
ce que nous ferons desortnais. Nous obtiendrons ainsi une definition 
de z" qui comprendra Avidemraenl comme cas particulier, non seule- 
ment la definition precedemnacnt donn6e [page 242 ]d’une exponen- 
tielle dont la base A est un nombre quelconque, mais aussi la definition 
donnee | page i63] d’une puissance entiere d’une quantile geometrique. 
Efl'ectiveinent, si la quanfite geometrique u se r6duit a un nombre 
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entier n, et si d’aiilcurs on pose 

= = /V-. 

p etant compris entre les limiles — r^., + r., [’equation (2) r^duite a 
la suivanle 

et combinee avec la forniule 

l(:) = !(/•) /n, 

donnera 

( 3 ) 

D’ailleurs, eu egard a la forinule (i) de la page 242, on aura 

Done [’Equation ( 3 ) donnera simplemeni 

ou, ce qui revieiit au meiiie, 

('i) \r,,y'={r")„i,. 

Or cette derniere I’ormule coincide avec [’equation (7) de la page i 43 , 
e’est-a-dire avec la foriuule a laquelle on est conduit lorsqu’on etend la 
definition generalement admise de Ian'*'"' puissance d’une quantile au 
cas m^me oti cette quanlite cesse d’etre algebrique, en considcrantune 
telle puissance comme le produit de n facteurs 6gaux entre eux. 

Si, dans I’equation (2), la quantite geometrique z s’evanouit avec 
son module r, alors, la partie algebrique l(r) de !(-) 6tant r6duite 
a — 00 , la valeur de z" sera nulle si la partie algebrique de 11 est 
positive, et inAnie si la partie algebrique de u est negative. 

Si la quantity geometrique se reduit a la quantity algebrique et 
negative — r, alors, comme il aetedit kla page 25o, on pourra prendre 
pour valeur de z I’une ou I’autre des deux expressions 

l(r) + 7ri, l(r) — Tri, 
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et I’equation ( 2 ) fournira pour valeur correspondante de 

(- >■)" 

I'un OU Tautre des produits 

II y a plus; on sera naturellement conduit a la forrnulo 

(5) (-/•)''= I 

si la quantity — r entre dans le calcul comme limite d’une variable 
dans laquelle le coefficient de i se reduit a une quantite positive infi- 
niment petite. On sera, au conlraire, naturellement conduit a la 
forniule 

((i) (- rfrz I. „„/•", 

si la quantite — /• est la limite d’unc variable dans laquelle le coeffi- 
cient de i se reduit a une quantity negative infmiment petite. Ainsi, 
en definitive, il parait convenable de ne point s’arreter a priori » I’une 
des formules ( 5 ), ( 6 ) plutbt qu’a I’autre, et de laisser le calculateur 
fibre de se determiner dans le choix qu’il fera de Tune ou de I’autre 
par des considerations puisees dans la nature meme de la question 
qu’il s’agira de resoudre. 

En reunissant dans une seule formule les equations (5) el (^ 6 ), on 
aura 

(7) 

Si Ton pose en particulier r= i, la formule ( 7 ) donnera 

( 8 ) 

Par suite, la formule ( 7 ) entrainera la suivante, 

(9) 

qui peut etre substituee a chacune des Equations (5) et ( 6 ). 

Si foil pose 

1 

a > 

2 
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la formule (8) donnera 

(10) (— l)‘-‘ = ±I. 

± 

Ainsi, eu egard aux conventions adinises, la notation ( — i)- on V — i 
ne doit pas etre uniquement employee pour representer la quantite 
g6ometrique 

i = lj. 

On peut aussi se servir de cette notation pour representer la limite — i 
vers laquelle converge I’expression 

quand z, 6tant positif, s’approche ind^finiment de zero. 

Observons maintenant que, si Ton pose comme ci-dessus 

Targument p etant compris entre les limites — r., + ti, on tirera g6n6- 
ralement de I’equation (2), combince avec la formule 

l(^) = l(r) i jn. 

et avec Tequation (i) de la page 2.42, 

par consequent 

(11) 

La formule (i i) pourrait servir aussi bien que la formule (2) a definir 
la function de 3 et u, represenlee par la notation z". 

La function de z et it, representee par z", jouit, quand s ou u se 
reduit un nombre, de proprietes connues. Parmi ces propriet^s, 
quelques-unes continuent de subsister generalement, d’autres ne 
subsistent plus que sous certaines conditions, quand z et u sont deux 
quantites g6om6triques. 

Ainsi, par exemple, eu egard ii I’^iquation (2), la formule 
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subsistera gen^raiemcnt pour des valours quelconques des quantiles 
geom^triques //, u', non seuleinent quand z sera un nombre, mais 
encore quand z sera une quantity geom^trique quelconque. 

Au contraire, si dans I’equation 

(13) 

qui se verilie gen^ralement quand r, r' sont deux notnbres quelconques, 
on remplacc ces nombres par des quantiles geonietriques on 

obtiendra la formule 

(14) 

qui ne sera pas toujours exacte. Effcctivement, on aura, en vertu de 
I’equaiion (2), 

5" ^ u [\ x;)-4-1icM 

Par suite I’equation (i 3 ) subsistera sous la m6mc condition que la for- 
mule (26) de Particle precedent, c’est-a-dire dans le cas oi'i les argu- 
ments p, p' de z et z', supposes lous deux compris entre les limites 
— -, -T- •n, fourniront une sommc p-+-p' comprise entre les memes 
limites. Lorsque cctte condition ne sera pas remplie, alors, en vertu 
de la formule (28) ou (29) de Particle precedent, jointe a Pequation 

on aura 

(.5) 

si la somme />-+-/)' est comprise entre les limites — n, — 2z, et 

(16) 

si la somme p+p' est comprise entre les limites n, ir.. 

Si Pon designe par z' la quantile geometrique conjuguee a z, et 
par «' la quantile geom6lrique conjuguee ii «, alors, en vertu des nota- 
tions admises, aux trois quantiles geometriques 

l( = ), (.!(:). 

Oh'uvrrs dr C. — S. It, I. XIV 


,,/d - 


(zz'Y- 
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correspondront les quantiles g^ometriques conjuguees 


Done 


1(5'), «'l(3'), 




seront deux quantit^s geoin^triques conjuguees. 

L’^quation ( 2 ) est precis^ment celle a I’aide de laquelle M. Bjiirling 
a deflni ia fonction Mais, en vertu des conventions adoptees par cet 
auteur,/) serait, dans I’equation (n), un angle qui, toujours inferieur 

a laliinite ^ + t:, ne s’abaisseraitjainaisau-dessousde la liinite^ — r.. 

D’ailleurs, iM. Hjorling a donne a I’expression z" le nom de puissance 
principalc du degr6 u. Nous conserverons ce nom, mais nous attribue- 
rons a I’argument p de z, mis en evidence dans I’equation (ii), une 
valeur numeriqne inferieure ou tout au plus egale a r., 11 en r^sullera 
qu’en elevant deux quantiles geometriques conjuguees a des puissances 
indiquees par des exposants conjugu^s, on obtiendra encore, pour 
puissances principales, des quantiles geometriques conjuguees. 



MfiMOIRE SUR LES ARGUMENTS 


DE 

DEUX quantitEs gEometriques 

DONT LA SOMME OU LE PRODUIT 
EST IJNE QUANTITE ALOEBRIQUE POSITIVE 


I. - Sur les merits de deux quantiles ^eometriques 
dont la somme est al^ebrique et positive, 

Coiisiderons deux quantiles geoiuetriques dont la somme soil alge- 
brique et positive. Soieiit d’ailleurs c la demi-somme, el 

la demi-difference de ces deux quantiles geoiuetriques. Eiles seronl 
repr6sentees par des binomes 

r- Z, f — Z\ 

et si Ton nomme p, p' leurs modules, gj, tn' leurs arguments, que nous 
supposerons tous deux compris entre les limites — ti, ti, on aura 

( Pnr ~ I- 3 “ r 4- 
{ prr'— V Z — (' — /'ft, 

par consequent 

( p cosuj — r -i- r cosp, p siim — / siu/A, 

(2) j 

( p' COSGJ' in: r* — / cos^, p' siu Cj' — /’ sill /A. 

p' COSGj':ii: r 


On aura done, d’une part, 

(3) p cos cj = r -t- /’ COS/A, 


— r cos p ; 
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et, d’autre part, 

(4) psiiiGT = — p' sinny'rr r sinjy. 

Observons mainteiiant qu’en vertu des formules (3) costu, cosci' 
seront positifs, si le module r de z est inferieur a la constanlc positive c. 
Done alors, chacun des arguments a, ra' etant compris entre les 

limites — chacune des quantiles 

TiT — GT -4- 

offrira une valeur riumerique inferieure ^ n. J’ajoute que celte conclu- 
sion subsislera encore si le module rde s devient egal ou sup6rieur a 
I’unile. C’est en efTet ce que Ton prouve aisement comme il suit. 

D’abord il resulte de I’equation (4) que sintn, sincj' sont des quan- 
tiles affect^es de signes contraires. Par suite, il en sera de meme des 
arguments ra, ro', donl le plus grand oflrira une valeur numerique 
egale a celle de la sornme Done celte somme sera, comme 

chacun d’eux, renfermee entre les limites — it, -(-ti. 

De plus, si le module r, suppose d’abord inferieur ^ I’unite, vient a 
croitre indefiniment, mais par degres insensibles, les angles us, us', 
dont les valeurs sont afl'ectees de signes contraires, et la difference 

5J m'. 


equivalente, an signe pres, a la somme des valeurs numeriques de us 
et us', varieronl evideminent par degres insensibles, jusqu’au moment 
oO Ton aura, s’il est possible, 


CT - 

par consequent 

nr' — TO zh TT. 


Mais, dans ce dernier cas, on trouverait 

siucj'= — siiiBT, cohCj'=: — cosGj; 

et la forrnule (4 ) donnerait 

fj’— 0. 

t t 
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Par suite, on tirerait dcs fortnules (3) 

p COS nr — r cosy^ r= r — — c*. 

Cette derniere equation ne pouvant se veritier qiic dans le cas oil c 
serait nul, nous devons conclure que, dans le cas oil c est positif, les 
arguments m, rs' et leur difference ro — ra' varieront pour des valours 
croissantes de /•, par degres insensibles, sans que jamais la valeur 
num6rique de cj — tn' puisse atfeindre la limite t;, qui surpasse cette 
valeur numerique quand on a r c. On peut done enoncer la proposi- 
tion suivaiKo : 

Thkoiu'cme I. — EUint donnh's deux quantites f^enrnrlritjues 

(‘ } - G , t' Z 

dont la sornme est une quantile algebriqiie et positive concevons que 
I'on reduise les arguments in, in' de ces deux quantiles geomctriqiies d 
des angles renfermes entre les limites — n. -I- it. Les angles 

in -4- ct’, ns ~ n\' 

seront eux-menies ren fermes entre les limites — n. -|- r.. 

11 est bon d’observcr qu’on peut encore arriver tres simplemcnt an 
theorome I a I’aide de considerations geomiHriques. En effet, cons- 
truisons les trois points 

A. It, C 

donl les affixes sont respectivement 

Le point C sera situe sur I’axe polaire, et le pole 0 sera le milieu de la 
droite AB. D’ailleurs, on pourra supposer que des deux quantites geo- 
metriques 

la premiere est celle dans laquelle le coefficient de i est positif. Cette 
hypothese etant admise, les arguments nr, — m' seront positifs et 
repr6senteront les angles formas par les droites BC, AC avec I’axe 
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polaire OC, c’est-a-dire, en d’autres termes, les angles BCO, AGO. 
Done la somme rr — gj' des deux arguments gj, — gj' repr^sentera 
Tangle BCA du triangle qui a pour sominets les trois points A, B, C. 
Done Cette somme sera «n angle positif inf6rieur k it, et Ton pourra 
en dire autant, a fortiori, de la valeur numerique de Tangle ra + ci', 
Equivalent, au signe pres, it la difference des arguments ra, — gt'. 

Du thEoreme premier, joint aux principes etablis dans les deux 
articles prEcedents, on deduit encore les propositions suivantes : 

Thkoheme II. — litant donnccs deux quantiles geometriques 

< ' " 4 - 3 , (‘ ' — z 


(iont la somme cst une quantile algehnque et positu e 2 C, V addition on la 
soustraction de leiirs logarithmes principaux^ pias dans iin systeme quel- 
conqiie^ donnera pour rcsultat le logarithrne principal du produit ou du 
quotient de ces deux quantitis geomitriques, 

THtOREME HI. — Etant donnees deux quantiles geometriques 

c — i— V, c — z 

dont la somme cst une quantile algibriquc et positive 2C, la multiplica- 
tion ou la division de tears puissances principales d'un degre quelconque 
u donnera pour resuUat les puissances principales et scmblables du pro- 
duit ou du quotient de ces deux quantiles geometriques, 

En vertu du theoreme II, et en designant a Taicle de la leltre carac- 
tcTistiqiie 1 un logarithine neperien, on aura non seulement 

(5) 1 (r- -f- V ) -h 1 (r — r.) ” 1 (r- 

mais encore 

(6) I (r- H- c.) — - I (r — r.) ~ 1 —i— • 


On trouvera, par exeinple, en posantc = i, 

(7) l(l-f 
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et 

( 8 ) 1(14 3 ) ^- 1 ( 1 - 0 = 

En vertu du theoreme II, et en designant par« unc quantite g6ome- 
trique quelconque, on aura non seiilement 

(9) (''-I- zy‘(c--z)"—(c'--z-y-, 

mais encore 


On troiivera, par exemple, en posani c=i , 


(1>) 

( I -1 r. )" ( 1 3 j'' - ( 1 - 

- z^r 

et 

(I.) 

( 1 -h r*)'' / 1 I- ^ \ 

u 



Si 

I’on pose, en particulier, u — ’> lesformules (9')et(io)donneront 

(i3) 

(r -4 3)-(r — z)'^— 

\ 

3-)* , 

(I'i) 

(ri~zy /r-4 3^ 

JL 


1 


11. - Sifr /rs ar^tirnents de deujn quantiles geometriques 

dont Ic produit est algebrique et positif. 


Considerons deux quantiles geomelriques 

dont le produit se reduise a une constante algebrique et positive c. 
On aura 

3 3'= i,,^,yrr'; 


et, par suite, I’equation 



30 ^ 

donnera 


SUK LES All GUM ENTS 


(1) rr'=z(\ 

(2) 

Si, d’ailleurs, coinme on pent gcneraleinenl le snpposer, chacun dcs 
arguments p, p' cst renfcrme entrc les limites — r., la somme 

p -\-p' oflrira une valeur numerique inferieure ou tout au plus egale 
a 2Tt; et incme cette valeur num 6 riquc ne pourra s’elever jusqu’a la 
limite 2- que dans le cas ou, z, z' etani l eduils a des quantit^s nega- 
tives — /', — /•', on aurait 

et, par suite, 

p--±r.. //.— 

Ce cas exc.epte, requation (2) entrainera generalemenl la suivante : 

(3) j)+p’z=o on = 

de sorte que p, p' seront des angles egaux, au signe pres. 

Si Tune des (juanlitos g 6 ometriques 

z z' 

offre pour partie algebrique une quantile positive, alors des argu- 
ments p, p', Tun sera compris entre les limites — t*t I’autre, en 

vertu de I’equation ( 3 ), devrajouir encore de la memc [>ropriele. Done 
alors la diil'^rence 

l>-p' 

sera comprise entre les limites — t., + u. De cette reinarque, jointe 
aux principes ctablls dans les deux articles precedents, on deduit 
irnmediatcmenl les propositions suivantes : 

THEORfeME I. — Soientz, z' deux quantiles geomitriques dont le pro- 
duit se reduise d une quantiti algibrique et positive c. Si Vune des quan- 
tiles 3, s' offre une partie algibrique positive, la diffirence de leurs 
logarithmes principaux, pris dans un systeme quelconque, sera le logo- 
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rilhme principal du rapport de Vane d V autre ^ en sorte qiCon aura 

Theori^.me II. — Soient Zj z' deux quantiles geomHriques dont le pro- 
dull sr reduise a une quanliti algebriqiie et positive c. Si Vune des quan- 
tiles z^ w' offre une partie alg(%rique positive^ le rapport de leurs puis- 
sances principales d\in degre quelconque n sera la puissance principale 
et sernblable du rapport de ces deux quantiles gdornetriqueSy en sorte 
qu %m aura 




MEMOIRE 


SUR 

L'ARGUMliNT PRINCIPAL D’UNE UIANTITE GEOMETRIQUE 

FORMULES DIVERSES SERVANT A EXPRIMER l’aRGUMENT PRINCIPAL 
d’uNE OUANTITE gEOMETRIQUE EN FONCTION I)E la partie algeiirioue 
ET DU COEFFICIENT DE i 


Soil 

(!) ' = r,. 

uiie quanlite geometriquo, qui ait pour module Ic nombre r, et pour 
argument Tangle p. Si col angle est, comme on peut toiijours le sup- 
poser, rent’crme enlre les liinites — r>, il deviendra ce que nous 
appellerons V argument principal de la quantity geomelrique Si ; se 
reduisait a une quantile algebrique negative, en sorte qu’on eCit 


Targument principal p pourrait elre cens6 atteindre ou la liinite inle- 
rieure — u, ou la limile superieure Ti, suivanl que Ton considererait 
— /• comine la limite vers laquellc convergerait, pour des valours inti- 
niment petites du nombre e, ou la premiere ou la seconde des deux 
quantitcs g^ometriques 

— r — si, — r-i-ei. 

Concevons mainlenant que, dans la quantile geometriquo z, on 
designe la partie algebrique par a; et le coefficient de i par j. On aura 

(2) Z = .T+r\, 

et, en 6galant Tune a Taulre les valeurs de z donnees par les formules 
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(i), ( 2 ), on trouvera 

.r -f ri zz: i,,/* — / ( cos/^ -h i sin />). 

par consequent, 

( 3 ) ,/• — /• rosy/, j)- zz: /• sin//. 

Des equations ( jointes aux formules 


on tire, en premier lieu, 

et, par suite, 

( )) 


cos-y/ 4- siii-y/ r- 1 , 


tano/> — 


sin p 

» 

cos // 


./•' -f ) “ — / ^ 

I 

-I- r-')-; 


en second lieu 

(.')) 


COS// zz: 


./ 

- > 

/* 


sin p izz 


) 


la valeur de /• ctant dorinee par I’equation (4), et 


(<■•) 

Enlin, comine on a 




cot// zz 


■cp : 


tans'/' 


CIISCC/' r= 


on trouvera encore 

(«) 


col// : 


tCC// z= 


cosct y/ zz; ~ . 


Les equations (G), (^ 7 ), ( 8 ) siibsistenl pour toutes les valeurs 
que pent acquerir I’argumenl p de la qnanlite geometrique 


Z — Jl' ) I. 


On peut d’ailleurs de ces memes equations deduire les formules 
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fliverses dont chacune determine non plus I’une quelconqiie de ces 
valeiirs dc p, mais Targument principal de z, en fonction des denx 
quantiles algehriques x, y. 

En ellet, conservons les notations adoptees dans mon Analyse algc- 
hrique, et admettons, en consequence, que, x etani une quantile alge- 
bri(|ue, Ton designo par la notation 

arc sill ./ ou arc cosec./ uu arc tang./ on arccol.^ , 

Parc qni ayant. 2 ' pour sinus, ou pour cosecante, ou pour tangente, ou 

pour <-olangente, est renferme entre les limiles — la valeur 

numerique de a: etant supposee interieure a I’unite dans arc sina-, et 
superieure a I’unite dans arc cosec x. Admetlons, au contrairo, que 
Ton designe par la notation 

arc COS./' on arc sec./ 

[’arc (jui, ayaiit poui* cosinus ou pour sf'^cante, est renremic entre les 
limites o, u, Puisque cos/> et seep sont des functions paires de 
qu’on n’altere point en chang(*ant le signe de />, il est clair que, si p 
represente Targument principal de r compris entre les limites — r., z, 
on (irera de la premiere des formules (5), 

n zzzzt a I c cos — > 

* ./ 

et de la premiere des fonnules (8 ), 

/' 

If fki c sec - • 

./ 

Ajoutons qu’en vertu dela seconde des formules ( >), j sera positif ou 
negatif avec sinp, suivant que p sera compris entre les limiles o, r. 
ou o, — r., e’est-a-dire, en d’autres termes, suivant que I’argument 
principal p sera positif ou negatif. Done, dans les deux equations que 
nous venons d’oblenir, le double signe devra etre reduit au signe de 
la quantite algebrique j; et I’argument principal p de la quantile 
g^om^trique 
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pourra etre determine, dans tous les cas, par Tune quelconqne des 
deux forrnules 


( 9 ) 

(in) 


P ■ 

P 


Y .r 

arc cos - » 
r 




>' . r 

— arc sec - 1 

,r 


v/.i-- 


la valeur de /• elant donnee en fonction de ,r et de y par I’^quation (4). 

II est bon d’observer qu’en vertu de la formulc (<)) ou (lo), I’argu- 
ment principal p ollVira une valeur numerique inferieure on supe- 

rieure a\ suivant quo la valeur de x sera positive ou negative. Par 

suite, on tirera de la formule (0), si x esi posilif, 


(") 

et, si X est ncgatif, 

{\ 2 ) 


- arc tang ~ , 


p ^ arc tang * 


: r, 


le signe ± devant etre reduit au signe -+■ ou au signe — , suivant que 
/ sera positif ou negatif. Ajoutons qu’un nombre qui se reduit a z6ro 
pour a^>o, a I’linite pour x<C.o, peut etre repr6sente par I’expres- 
sion algebrique 




et qu’en consequence les equations (i i), ( 12 ) se trouvent toutes deux 
comprises dans la formulc generale 


(i3) /> — a^clang — 

' . 1 ' 

Enfin, comme les arcs 


r 

4 



arc tang 


— > 


arc cot — > 
V 


. y . r 

arc sin — ? arc cosec - i 
r y 


seront egaux, aux signes pres, les signes des deux premiers etant 
semblables ou contraires aux signes des deux derniers, suivant que la 
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valeur de x sera positive ou negative, on aura identiquement 

y X X . y X , V 

arc lanL" — = arc col - := arc sin — = — rr-arc cosec - : 

y sjx'^ >' s!x-- y 

et, par suite, on pourra substituer a (’equation (i3) I’une quelconque 
des formules 



retant toujours deternaine, en fonction de J^et dr j, par (’equation (4'). 

Les forniuies (i3), ( i4) et ceiies qu’on obtient en substituant, dans 
(es fortnuies ( 9 ), (io\ (i5) et (iG), (a vaicur de r (ionnee par (’equa- 
tion (4), ne sont pas (es seuies qui servent a exprimer (’argument 
principal p de (a quantil6 geometrique ; = a; + _ri, en fonction des 
quantites aigebriques x, y. 

On pent encore, apres avoir reduit (’equation 


(17) 

a (a forme 

(. 8 ) 


.r 


p/d - 




en deduire immediatement (a va(eur cherchee de p, en prenant (es 
(ogarithmes principaux des deux membres. On trouve ainsi, en nom- 
mant p (’argument principa( de z-. 



et, par suite. 
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ou, ce qni reviont an memo, 


( 9 .( 1 ) 


I (. /•-!- ) i) — !(/•) 


la valour de r otant donnoe, on fonclion de j- et j, par I’oqualion ( /| V 
D’ailleiirs, si a laqnantitegeometriquej’+.yi on substituc la quantile 
conjugueo — ji, I’argument /j changera do signe, ot, a la place des 
equations (17), ( 18), (19), (20), on obliendra les suivantes : 


(9.3) 

(■’.1) 


./■ — ,)i= 

./• — li 




p=- .1 

r = 


r 

■r — ) i 


I /• 

i)- !(/■) 
i 


Enfin, des formules ( 20), (2/1 ), combineos entrc dies par voio d’addi- 
tion, Ton tirora 

!(./■+ I i) — l(.r - I i) 


’I'- 


et, par const^uenl, 

(9.5) 


I (.r -t- l i ) — l(./- — 1 i) 


21 


Si Ton egalo. ontre elles les deux valours de I’argument principal p 
fournies par les equations (i3 ) el (2:)), on trouvera 


, .1 1 .r 1- ri) — l(.r— 11 ) T. I / 

(96) arc lane— = : — ■ — : — ^ — ' 

.r 21 




Si, dans cette derniore equation. Ton reinplace .r par i et p par .r, on 
obtiendra la formula 


(27) 


arc lang./‘ 


1 ( I -I- ,ri ) — 1(1 - .7 i) 




que I’on pourra encore ecrire comme il suit 


arc tang./- = 1 


21 1 — 1 


Ca8) 
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Remarqiions en outre que, si, dans I’equation 

(•<()) l(3) = l(r) ■+-//i 

on substitue les valenrs de r dip donnees par los fornaules (i), (4) 
e( (f)), on trouvera 

I . )' -f 

(:->o) I (.r -f- )'i ) rz - I (.r- — a rc cos —====== • 


<jt£uvres de C- — J'* H, L. XlV^ 




MEMOIRE 


8t)R 

LES VALEURS GENERALES RES EXPRESSIONS 

sinr., cosz, secz, cosecz, tangr., cotz 


D’aprps ce qui a ete dit k la page (')> si Ton d^signe par z une 
quanfite algebrique positive ou negative, on aura 

(i) COS5 i hill 

Si, dans la formule (i) on remplace z par — z, on trouvera 

(:>,) e^^zzzcosz — ibinc; 

et Ton tirera immediatement des formules (i) et (a) 

f.z\ ^ ^r.l__^>-zl 

(3) cos 3= » Slu:; — : 

9 . 9 1 

On aura d’ailleurs 

/ . I I 

( 4 ) sec 2 z= ? cosec:: zz > 

cos 3 sin 3 

sin 3 cos 3 

(5) tanff3zi: , col 3 ZZ 

” cos:: sin 3 

Les formules (3), (4) et (5) fournissent un moyen tres simple de fixer 
le sens qu’on doit attacher aux expressions 

sins, cos 3, sec3, cosecs, lanf;3, cot3, 

dans le cas od z cesse d’fetre une quantite algebrique. En effet, les 

( ‘ ) CEuvrcs (le Cauchy^ ce tome, p. '^8o, 
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valeurs de ces expressions ponrront toujours etre facilement obtenues 
si Ton convient d'etendre les forinules dont il s’agit au cas on ; se 
transforme en une quantile geomctrique quelconque. Cette convention, 
que nous adopterons desormais, permettra d’exprimer les valeurs 
cherchees en exponenticlles nep6riennes que I’on calculera sans peine 
il I’aide des forinules ((>) et ((>) des pages 24 -^ 

il est bon d’observer qu’en vertu des forinules (3), (4), (5), 

COS c. , sec 

seront des functions paires de z, c'est-i-dire des fonctions qui ne 
seront pas alterecs quand r sera remplace par — et qu’au contraire 

sin:, cosec:, tang:, col: 

seront des fonctions ini|»aires de z, c’est-a-dire des fonctions de qui 
cliangeront de signe avec ;;; en sorle qu’on aura 


(6) 

cos(— 

— COH V, 

sec( - zi: sec:;. 

ot 

(7^ 

^ sin(— :) : - 

sill r-. 

cosec ( - z) — — coscc 

* lang(— : ) ^ 

lung:. 

col { - - z) zz — col 


Si dans les equations ( 3 ) on pose 

: — .)• -(- ) i. 

alors, en ayant egard aux forinules 

r-' — c"-' ._i (coSc/ i sin ./ ), 

' — c' (COS./- — i sin.z^). 

on trouvera 

, c~' .c' — c"' . 

i cos^ ~ cos^ 1 sJn.^, 

\ 

^ . . . 

1 c’ l . . c’ - C- ' 

I sin : = sin .i -l- i co^.r. 

( 

Ces dernieres formules inettent en evidence, dans cos;; el sin^, la 
parlie algebrique el le coefficient de i. Les formules qui joueront le 
merae rdle relativemeut aux fonctions 




coscc;;, lang:;, col:;. 
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se deduironi immediateinent des Equations ( 4 ) et (,•>) jointes aux for- 
mules (^ 8 ). 

Soil inaintenant z' la quantity g«ometrique conjiiguee a eii sorle 
qu’oii ait 

Pour obtenir hs valeurs des expressions 

siiir', cosc', 

il sulTira de changer, dans les seconds meinbres des formules ( 8 ), le 
signe de j. on, ce qui revient an meme, le signe de i. Done les deux 
quantiles g^oinetri(|ues 

sill r-\ c(K r.' 

seront rcspectiveinent eonjuguees aux deuv quantiles geoinetriques 

sinr, cos 3: 

ce qu’il etait lacile de pr^voir, d’apres la forme des e(|uations (i), dont 
les seconds meinbres ne soni pas alleres, quand on y remplace i par 
— i. Par suite aussi, les quantiles geomiMriques 

secc', cosc(‘r-', col:;' 

seront, eu egard aux formules ( 4 )et(;)). respeclivement eonjuguees 
aux (|uantites que representeront les expressions 

seer., (•<»scc:;, lnn^3, cot:;. 

En joignant aux equations ('!), ( 4 ), ( ) I’equation ( i) de la page 24:-!, 

on efendra sans peine un grand nornbre de formules trigonomijtriques 
relatives ii un ou a plusieurs arcs, an I'.as oil ces arcs deviennent des 
quantites geoinetriques; el d’abord il esl clairque, si, apres avoir mul- 
liplie chaqiie membre par i dans la seconde des formules { 3 ), on la 
combine avec la premiere par voie d’addition ou de soiistraction, Ton 
retrouvera precisement les formules (1 ) et ( 2). Celles-ci devront done 
etre 6 tendues au cas oil z represente une quantile geomelrique quel- 
conijue, et I’on pourra en dire autant de I’equalion 

cos’; sin’; = 1, 


( 9 ) 
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qui se d6duit encore imm^diatement des formules (3), ainsi que des 
formules (i) et (2) coinbinees enlre elles par voie de multiplication. 

Ajoutons que, si Ton divise par cost's oupar sin^s lesdeuxinembres 
de la forinule (9), on en tirera g6ii6raleinent, eu ^gard aux formules 

(4)et(r,). 

(10) sec* 5 = 14- tang- 5 
et 

(11) cosec* s = I 4- col*;:. 

Observons main tenant que, si Ton designe par k une quantite enti^re 
quelconque positive, nulle ou negative, lesdiversos valeurs duproduit 
2 ^r.i seroiil, en vertn de la remarque faite a la page 249, les divers loga- 
rithmes n6p6riens de I’linil^. On aura done 

(i-i) <‘-'•‘’^'— 1 . 

En coinbinanl cette derniere equation, que fournit aussi laformule(^G) 
de la page 24'*, avec la formule (i)de la page a/ju, on trouvera 

(13) = c--', 

puis, en remplagant z par — j, el ^ par — k, 

(14) ^ j-i 4-Krl_ 

Cela pose, les formubts (3) donneront 

(j5) cos(; 4- 2/.'7:) r=: cos:, siii(: 4 - '.«/>Tr) = sin:; 

et, par suite, on tirera encore des formules (4 ), (5), 

(iG) sec(: 4- a Ati) — sec:. cosec (: -4 2/. 71) ^ cosec:, 

(17) taiig(: 4- 2 A Tt) = tang:, col(: 4- 2 At:) = col 

Done une des propriet6s les plus remarquables des lignes trigonome- 
triques 

sins, cosc^ ^eezy cosecz, cotz, 

celle qui consiste en ce que chacune de ces lignes demeure invariable 
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quand on fait croitre ou decroitre Tare z d’un multiple de la circonfe- 
rence 2u, s’6tend au cas oil cet arc se transforme en une quantity geo- 
m6trique quelconque. 

Si a un multiple de la circonference an on substitue un multiple 
impair de la demi-circonf6rence I’arc reprdsente, au signe pres, par 
un tel multiple pourra etre suppose de la forme 

(a/i + i)7i, 

k d^signe toujours une quantite entiere positive, nulle ou negative. 
D’ailleurs, en vertu de la formule (C) de la page ^ 45 , on aura 

(i8) 1, 

et, par suite, eu egard a la formule (i ) de la page 242, 

Cela pose, les formules( 3 ) donneroni 

(ail) (-(mj :.-+(■!/, i)t: 1 = ('t)**;, sin|r. f- {•>,/. + i)7t | = 

et Ton tirera des formules ( 4 ), ( 5 ). 

(ai) sec| ; -4- (a/. + 1)71 1 — sec:;, cosec| ; H- (a/ -1- i)r | ■ cosec:. 

(22) Ung|: -f (a/, 1 );: 1 — l.ang:. col| ; -1- (2/ -t- i)r | = cols. 

II est bon d’observer qu’en vertu des equations (i 5 ) et (,iG) jointes 
aux equations (20) et (21), on aura generalement 

(23) cos( c -(- / 7 :) = ( i)^cos:. sin ( : + /• 7i) = ( ■ i)'‘siii:. 

(24) coscc(: H- / 7 t) = (— i)' sec:. cosec (:-(-/. 77 ) = (— 1 )^ sec:, 

/• designanl une quantite entiere quelconque positive, nulle ou nega- 
tive, Au contraire, en vertu des formules (17) jointesaux formules (22), 
on aura 

(a5) iang(: -f- / Ti) = tang:. cul(: -1 - /tt) = col :. 

Ainsi les formules qui expriment que la tangente et la cotangente 
d’un arc ne varient pas, quand on fail croitre ou decroitre cel arc d’un 
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multiple de la demi-circonferencc r, s’etendent au cas oii ce tneinearc 
se Iransfonne en uiie quantile geometrique. 

On pent generaliser de la raeme manifere les relations qui existent 
entre les lignes trigonoinetriques de deux ares dontl’un eslle comple- 
ment ou le supplement de I’autre. 

On dit que de deux arcs r, z', I’un est le complthnent de I’autre. 
lorsque ces arcs satisiont a la condition 


Ell sup|>osant celte deliiiition etendue au cas meme oil les arcs se 
transforment en quantiles geometri(|ues, on obtieiulra toujours pour 

complement de I’arc z I’arc '' — ;; et, comme la formule ((>) de la 
page donnera 

- I . ~ - i 

(0.7) r- r - 7 -Z I. 


on lirera de la torniule ( 1 ) do la page >.42 

J: -C; ■)' 


(‘is) 

et des forumles (3") 




(f; 4 =^ 'in:- ^■) 


I’ar suite aussi, Ton tirera des formules ( 4) 

cost'c r, 

et des Ibriiiules ) 

( 3i ) laii^ z::z coir. 

En HMiversant la derniere des formules ( 2 ()) et les formules (3o), (3i), 
on obtient les suivantes 


(3t0 


' t: 

St‘C I - 


(3i) 


fos ; ~ sin 



cosec 3 sec 
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cole lan^ 
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Celles-ci pourraient etre consid6r6es comme un moyen de d^finir 
generalenient les trois lignes Irigonometriques 

COS", cosec G, cotc. 

Elies montrent que le cosiniiSy la cosicante et Va cotangente de Parc z 
sont toiijours le sinux, la secante el la tangente du complement de cet 
arc. 

On dit que de deux arcs Tun est le supplement de Pauire, 

lors((ue ces arcs satisfont a la condition 

^ ^ r -f- c' “ 77 . 


Kii supposant ccite definition etendue au eas meine oil les arcs se frans- 
Ibrrnent en quanfites geomctriipies, on ohliendra toujoiirs, pour 
supplement de I’arc s. I’arc r. — D’ailieurs. si Ton pose h = \, dans 
les forimiles ( 2 (^2')), et si, en meme temps, on y remplace 


j par — 5, 

on tirera 

de ces formules jointes 

aux equations (ti), ( -j ). 

cr.i 

ft »*' ( 7T 

r. ) “ - (*os 3 , 

sin 

3 ) ™ sill 3, 

( 3r> ) 

^t*f ( T. 

r. ) =r SVC z , 

fosfc ( t: 

— 3 ) fOsfC 3, 

( 30 ) 


z) ~ tain: 3, 

col ( T, 

— 3 ) ~ col 3. 


II resiille en parliculier de ces formules que le sinus et la cosecante ne 
varient pas quand on remplace un arc par son supplement. 

Supposons maintenant que soient deuxquaiitites geom^triques 
quelconques. On tirera des equations comhinees avec la for- 

mule (1) de la page 242, 

{ , p-.-l 

I oos^ ; -(-:)= ^ , 


et, par suite, eu egard aux equations (i ) et (2'), 

i cos(; -e ;') = cos; cos:' — sin; sin:', 

i ‘JO ) 1 • / / • , . 

f Sill ( 3 H- 3 ) rrr Sill 3 Cos 3 sill z' cos 3. 


si, dans ces deriiieres formules, on remplace ;; par — elles 

OEui’res tic (\ — S. II, I, XIV. a, 
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doiineront 

(3y) 


^ C(>s( 3 — s') — COS- coss' 4- sin z sin s', 
^ nin ( 3 — s') zz: sin 3 cos 3 ' — sin s' cos 3 . 


Done les formules (^(i) et (7) de la paj<e 221 conlinueront de subsister 
dans le cas oil I’on rernplace les arcs p et p' par deux quantiles geoim'*- 
triques : et z'. 

Ajoutons que des formules (38) et (39) on tire non seulement 


(4«') 


mais aussi 

('.*) 


(Vi) 


laii-;(: — :') = 


lanj; s H- lanj^s' 

I — Ian*; 3 lang s' 
lanj; s — lands' 

I 4- lan^ 3 Ian;: s 


^ cos ( S -H 3 ' ) -4- COS (3 - 3 ' ) ~ ‘4 COS 3 COS 3 ' , 

^ cos(3 -~~3') - COS ( 3 4- 3 ' ) =rr sin 3 sin 3^ , 

j sin ( 3 4- 3 ' ) -h sill ( 3 — 3 ') rr: ■>. sin 3 loss'. 

^ sin ( 3 i r' ) — sin ( 3 ~ s' ) z=z -i cos s sin 3 ' ; 


puis, en rempla(,‘ant z el z' par 


el par 


(43) 


( 44 ) 


COS 3 4- cos 3 


3 4-3 : 

— x cos COS • 


Cos 3 — COS 3 


. 3 4* 3 . 3 

'X Sin sm — 


I ><iii : 


- 4 - sill : — 2 sill • 


sin: — sm : =?,cos- 


Kemarquons encore que de la formule (i) de la page 2/42 on tire 

e'e-'e-"— e~ ‘ ' <'= '= 

et generalement 

( 45 ) I'- t'-'e-'' . . . — e'^ ■' ' ‘ , 


quel que soit le nombre n des quantites geom^triques z, z', z” 

Si. dans I’equation (45), on suppose 3 = 5'= 5" = . . , , on trouvera 


( 46 ) 


{e~y‘z:ze"'. 
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On aura, par suite, 

ou, ce (|ui revient au rneme, 

I ( COS i 3 )"r::r COS// :: isiii//c, 

( (cos G I Sill z)"~ (*Os// G I Sill // G : 

et de ces deux derriieres formules, coinbiii6es par voic d’additioii etde 
sonsiraetion. Ton conclura que les equations (lo) de la page izi 
peuvent etre etendiies au cas ou Tare p se transforine en uiie quantile 
geornetrique La merne r(Mnar(|ue s’appliquera aux equations (ii ), 
( I * 2 ) de la page el aux equations (5t) ), (57) de la page 2*^1 (^^). 


( ' ) (Rii\>rrs th' ('tiurhy, pc lome, p. <‘1 siiilc. 




MEMOIRE 

sun 

LES VALEERS GENERALES DES EXPRESSIONS 

arctangz, arccotz, arcsinr., arccosz, 
arcs^cr., arccosccr. 


1 . - Formiiles qiii ffrlenniiirnl res vateurs el Irs font dcpenrire 
des lof^nrilhme.s prinripan.r de eertaines quantiles geonietnques. 

D’aprps CO qui a cto (lit dans ravant-dernier artiole, si I’on designe 
par z unc quantile positive ou negative, on aura 

(i) !irclani;j— .1 — ^ , 

•ill — ; I 

OU, ce qui revient au memc, ou egard a la Ibrmule (8) de la page 26'^, 

1 1 1 H ; i ) ■ - I ( I — ; i ) 

(5) iirclang; = p 

De plus, comine un arc, doni z serait la cotangente, aurait pour tan- 
gente '> on trouvera encore generalement 

(3) arc cols — arc lung** 


Ajoutons que si z, olTrant une valeur numerique inferieure a I’unite, 

TT 71 

repr^sente le sinus d’un arc compris entre les limites — -» cet arc 
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aura pour cosinus la quantile positive \/| — et pour tangentc le 
rapport 

V ' - 

On aura done encore 

(,\) arc sin ;; -in arc tang ■ 

V 1 ~ 


filnfin, on aura evidemmenl, pour une valeur ntimerique de z inle- 
rieure u Tunite. 


('>) 


T. 

arc COS 3 rr: - — arcsine, 


et, pour line valeur numeri(|ue de z superieure a I’unite, 

I 

(6) ai c st‘C3 =r arc cos- , 

I 

( -) arc cosec 3 — arc sin - • 


Les lormiilcs (i) ou (^ 2 ), (3), (4), (3), ((>), ( 7 ) fournissent un 
moyen tres simple de fixer le sens qu’on doit attacher aux expres- 
sions 

arc I a n^ 3, ai'ccole, arcsine, arc cose, aicscce, arc cosec 3, 

dans le cas ou cesse d’etre une quantite algebriqiie. En ellet, les 
valeurs de ces expressions pourront toujours eire tacilernent obtenues 
si Ton convient d’elendre les formules dont il s’agit au cas ou j se 
transforme en une quantite geometrique queleonquc. Cette convention, 
que nous adoplerons desormais, perniettra, eu egard a la formule (i ), 
de reduire la determination des valeurs cherchees a la determination 
des logaritlimes principaux de certaines quantiles geometriques. Si 
Ton veut, en particulier, obtenir la valeur generale de arcsine 
exprimee a I’aide d’un ou de plusieurs logarithmes principaux, il 
suflira de joindre a la formule (i) la formule ( 4 )* de laquelle on tirera 


I I \l — 3 " 

a rc s I n 3 .1 

1 . 
I -H ===ii 
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ou, ce qui revient au meme, 

(8) ■ ,V 

D’ailleiirs, I’argument principal de 1 — 3" etant compris enfre Ics 
limites — u, •+• u, le radical y^i - 3’^ olFrira iin argument principal 
compris entre les limites — par consequent, une partie alge- 
brique positive; et, comme des deux quantites opposees 

^ I 4 ~l~ V 1 , 

I iinejouit necessairernent dc la mcme propriefe, on pourra encore en 
dire autant de Tune des deux quantiles geometriquos 

V I - :i, \ 

dont le produit se reduit a la quantile positive i. Done, en vertu du 
theoreme 1 de la page 260 ('), on aura 


A I 3= ;i 


Ajoutons que de cette derniere (ormule, jointe a I’equatic 
ifv I — “i I -I iK ' :i]— o, 


on tirera 


I , V I — ; ;i 


: — l|\ lit 


Par consequent, on pourra encore presenter I’equalion (8) sous I’une 
ou I’autre des deux formes 

(9) arc •,111 := 1 — 3- + ;ij, 

(10) arc sin 3 33: — ^ l[\ I — — ji]. 


II est bon de rappeler que le coefficient de i dans un logarilhme 
neperien principal est toujours un argument compris entre les limites 
— 11, -4- It. Cela pose, on conclura immediatement des formules (i). 


( > ) (EuK>rcs de Cauchy ^ ce tome, p. 
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(3), (/|) ct ( 7 ) que. dans la valeur generale de chacune des expres- 
sions 

arclangj, arc cots, arc sins, arcrosers, 

la partie algebrique sera toujours un arc renferme entre les limites 
— ”, ”, par consequent, un arc dont le cosinus sera positif. On con- 

clura, au confraire, des formiilesCi) ettd^que, dans la valeur gene- 
rate de chacunc des expressions 

arc cos s, aiT.serr-, 

la partie algebrique sera toujours un arc renferme entre les limites o, r., 
par consequent, un arc dont le sinus sera positif. 


11 . — Stfr (cs quantiles geornctriques 
arclanfis, arc cols, arc sins, arc cos s, arc secs, arccosecs, 
i'onsiderees comme fonr lions iiu rrses. 


Les definitions admises dans le paragraphc precedent satisfont it 
line condition qu’il importait de remplir, et reduisent les quantites 
geometriques 

arc land's, arc cols, arc sins, arccoss, arc sees, arccosecs 

a des fonctions de z inverses de celles qui ont etc designees sous les 
noms de tangente, cotangente, sinus, eosinus, secante et cosecantc. 
Ainsi, par exemple, on prouvera sans peine que la function de z 
representee par la notation are tangz, est inverse de celle qui a ete 
nommee tangente, ou, en d’autres termes, que la fonction arctangj 
a pour tangente la variable On y parviendra en ell'et comme il suit : 
Posons, pour abreger, 

(i) Z=arclanj;s. 

On aura encore, eu egard a I’equation ( i) du paragraphe I, 

*21 1 — s: 1 
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par consequent 

I — :;i 

et 


.Mais, d’autre part, on aura, en vertu des equations (3) de Particle pre- 
cedent, 


COS Z r= 


r'*' i r 


sin Z ; 




par consequent 


lnnj; Z : 


sill Z 1 r^' 


cos Z i 'i 


Done la formiile ( 2 ) donnera sinipleinent 
( 3 ) — Ian;: Z. 

Or, des formules ( 1 ) el ( 5), romparees Tune a rauire, il resulte qu’en 
verlu des definitions admises dans le paragraphe 1, la notation 
aretangr salisfait a la condition qu’il eonvenait de remi)lir, et repre- 
sente une function inverse de la function tangr. 

Si a requation (i) on substituail la suivante 

(4) Z— arc col:;. 


alors, eu egard a la formule ( 3) du paragraphe I, on aiirait encore 


par consequent 

et 

(M 


Z arc Ian;; 


I sin Z 

- ziir lan;:Z i- 


cos Z cos Z 


cot Z. 


On en conclurait qu’en vertu des definitions admises dans le para 
graphe 1, arccota est une fonction inverse deeotj. 

Supposons maintenant 


(6) 


OEuvres dc C. — S. 11, 1. XIV. 
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Alors cn vertu des equations (9) et (10) du paragraphe 1 , on aura 

l[y I — 3 - si] = Zi, l[v * — — "0 — — 

par consequent 

y I — + ; i rr \ i — 3* — i i — r' ; 

puis de ces dernieres forinules, combin^es entro elles par voie de 
soustraction, I’on lirera 

‘^zi — ; 

par consequent 

ou, ce qui revient an meme, 

On on conclura qu’en vertu des definitions admises, arcsini est unc 
fonction inverse de sin:?. 

Si I’on supposait 

(8) /-™aiTCos:i, 

alors, eu egard a requation ( 5 ) du paragraphe I, on trouverait 

,, 7: 

/ — arc sin 

par consequent 

arc sin^ z= - — Z. 

•> 

et 

= = sin(^-z), 

ou, ce qui revient au meme, eu cgard a la seconde des formules (29) 
de I’article precedent, 

(f,) 3 = COsZ. 

On en conclurait qu’en vertu des definitions admises, arccosaest une 
fonction inverse de cosa. 
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Enfin, si Ton supposait 

(lo) /=rarcsec3, 

on auraif encore, eu egard a la formule (6) dii paragraphe I, 

Z = a rc cos - » 


par consequent 

et 

(IT) 



et, apres avoir ainsi reconnu que arc sec:? est une fonction inverse de 
secj, on prouverait par un raisonnement semblahle que arccosec^ 
est une fonction inverse de cosec:?. 


III. — Sur les fornmles qui melient en evidence (a parlie algehriqne 
el le coefficient de i, dans cliacnne des expressions 
arclang.5, arc col:;, arc sin:, .... 

Si dans les expressions 

arclanj;:, arc cot:;, arc sin:, a re cos v, arc sec:;, arc cosec:. 

on roduii s a la forme 

(l) ;=:.r-h 1 i. 

j^etjetant deux quantiles algebriqucs, chacune de ces expressions 
pourra etre reduite a une forme scmhiable, e(, pour operer une telle 
reduction, il suffira de joindre aux formules etablies dans le para- 
graphe 1 la formule ( 3 o) de la page '271 (’). Entrons a ce sujet dans 
quelques details. 

Si a la formule (i) on joint I’equafion (2) du paragraphe I, on 
trouvera 

l(i — } -4- .ri) — l(i -4- 1 — ri) 

(•>4 arc lanj;: m : : 

( (Euvres f/e ('tfuchjr, ce loine, |>. 
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D’ailleurs, en remplacant, dans la fbrtnule(do) de la page par x 

et X par i — ou j par — x eix par i -\-y, on aura 

I ( I — V -h ./ i ) = * 1 1 - -4- ( I — )’ I i aiT cos 


V-r- 


\ .c-H- (i — ,r)= 
I + 1 


I ( I I- 1 i ) ~ - 1 1 ' -h ( I 1 )- 1 i arc cos - 

■f ■ \.r' \ ('-+-J)- 


Par consnjuent, la formule (2) donncra 


(.'->) arctanj:^: 


1 .r I I H ) 1—1 1 

r- arc rf>s ■ - h ai c cos •. 

'>■ ^ ./■- I ^ ./ M (H-.v)= \ ( I — J 


Si a I’equalion (2) du paragraphe I, on substituait I'equation (i) 
\ihidrm\, alors, en ayant egard a la forinulf' 

I -I z 'l I — ) H .ri (1 -i- ./ i)‘ — > - I — .1* — ) --f 7 ,.t i 

i — i i --h > — i ( i 4 - i )- -f- .r- ( ‘ . v )“ 1 * r- 

et a r^quation (3o) dc la page 271, on troiiverail d’abord 


(A) 

puis 

( •'t ) a 


I ,1 — 1 - 4/1 
arclaii}ip= .1 ^ r< 

9.1 I 4 1 — ./ I 


I — ./•“ — ) - 


a rc cos — - ■ 

|-,v)- V .rM- (l 


_ i I '''‘-I ) ~ 

I y ?| - 4 - ( I — > )■ 


En comparant Tuno a I’autre les valeurs de arc tang;;, donnees par 
les formules (3) el ( 5), on (rouve 


(«) 


a rr cos - 


i-f- j 


S (l- 4 -.l )* 

l — 1 

\v4 -(i-.vr 


= arc cos - 


— ) 


V/.z-‘ -I- ( I -4 V + ( 1 — 


Au reste, pour etablir directement la formule (6), il suffit d’observer 
que les arcs 


I -f- V I — y 

arc cos • -^r-— ^ » arc cos - 
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ont pour sinus respectifs les deux rapports 

V'.rM- )-’ yV’4-(t- v)’’ 

(|u’eii conse(|uence la sornme de ces arcs a pour cosinus le rapport 

y .j - -h(i -hj )’ \'.r - -h ( I — r )*- 

el que, d’ailleurs, les deux arcs dont il s’agit elaiit les arguments prin- 
cipaux des binomes 

I — ~ r* 1 , 1 “I- z 1 , 


dont la somme est positive, doivcnt, en vertu du premier th^oreme de 
la page u('>i, odrir pour somme un argument compris enlre les limites 

u, 7.. 

Supposons mainlenant que Ton veuille meltre en evidence la partie 
reelle et le coel'ficient de i, non plus dans arctang^, mais dans 
arcsirij, et reduire ainsi I’expression arc sins, i) la forme \ -+- Vi, 
y etant deux quantiles algebriques. II sulTira de reduire a une 
forme semblable I’un des binomes 


V I - :--t- :i, V =*■ 

oil le rapport de ces binomes; puis, de recourir aux formules (9), 
( 10) ou (H ) du paragraphe 1, en ayant d’ailleurs egard a I'equation (.io) 
de la page 271. Ajoutons (|u’on arrivera encore aux riiemes conclusions 
en operant comme il suit : 

Si Ton pose 

(^) arc sin 3 T H" Ti, 
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puis on en conclura 


-sill . I , r 


ros. I'. 


Si (I’ailleurs on pose, pour abreger. 


t* ^ -4— t*— ^ 


/>» — r>-> 


les equations (S) donneront 


sill 1 ~ — • cos 1 zn. " 

// i‘ 


el de ces dernieres, conibinees avec ia forinule 


•its- I - 4 - sin- J == I . 


on lirera 


Mais, d’autre part, on tirera des fortnules {<) 


ou, ce qui revient au meme. 


//- — r- izz I , 


tf-~ c- I- I , 


et I’eijuation ( I i), jointe a la lormule (i '"!), donnera 


par consequent 


— “4“ ' ^ — - I . 

c* -4- 1 c* 


i-’— .» = = (,. 


Done, ne pouvant etre qu’iine quantite positive, on aura 


i + v( .) 


et la fornaule (i3) donnera 
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Enfin, comme, eu egard a la premiere des formules (9), u sera neces- 
sairement positif, on tirera de I’^quation (i 5 ) 

Observons maintenant qu’en vertu d’une remarque faile a la 
fin dll paragraphe I, la partie algt'‘brique Xde Z= arc sin;; sera tou- 
jours un angle coinpris entre les limites — ~ Done la premiere des 
formules (10) donnera 

(17) I — arc sill ; 

If 


et la seconde devrafournir une valeur positive de cos A'; on d’autres 
termes, y el e devront etre des quantiles de rneme signe. Done la for- 
rnule ( i/J) donnera 


(18) 


J'- -h I - — I / 1 ,r- H- ) — I \ 2 


I » 


et, puisqu’on tirera des formules ( 9), 

r’ — It -4- c. 

on aura encore 

(ly) J =!(//-+- f). 


Ajoutons que des formules (17) et (19), jointes a I’equation (7), on 
tirera definitivement 

(i<>) arc sin 3 zz: arc sin ~ f il(//-l-i’). 

If 

les valeurs de u, e etant determinees par les formules (iG) et (18). 

Remarquons encore qu’en vertu de I’^quation (la), presenli^e sous 
la forme 

u — e, u -+-e seront deux quantiles g6ometriques conjugu6es, et, par 
suite, cette equation donnera \yoir la formule (32) de la page ^ 54 (,')l 

!(// — (’) H- !(// -I- r) — o, 


(‘) CEuvres tie Ciiucliy, cc lome, [>. 'a\)\. 
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ou, ce qui revienl au rneme, 

1 (m + i') = — l(f/ — •'). 

Done la formulei^uo) pourra s’ecrire comme il suit : 

(^■2 1 ) arc sill j = arc sill — — i 1 ( « — r). 

De Tequation (ao) ou (ai ), jointe a I’equaliou (5) du paragraplie I, 
on deduira iminediateiiient celle <|ui met en evidence, dans uii arc 
cosj, la partie algebrique et le coefficient de i. Kn operant ainsi, on 
trouvera 

arc Cos ; rr. arc cos - — il(//-|-r), 

“ ' u 

OU, ce <jui revienf au meme, 

. 1 ' . , 

arc cos:; arc COS — r). 

Enlin, si Ton vent inetlre en evidence la paiiie reelle el le coeffi- 
cient de i, non plus dans cliacune des expressions 

a rc ta r. , a rc sin:, a rc C( : . 

inais dans c.hacune des suivantes. 

arc col arc cosccc, arc st'*c3, 

il suffira il’avoir eganl aux forinules ( 3 ), (6), (7) tlu paragraplie i, 
par consequent il siiffira de reiiiplacer, dans les lorinnies ( 3 ) ou ( 5 ), 
(^20) oil (21), ( 22) ou ( 23 ), 

I ./• ) i 

>1 par ^ — 7^’ 

la valeur de /* etant 

en d’autres termes, il suffira de suhstituer, dans les valeurs trouv 6 es 
de 

lire la ng 3, arc sin:, arccus 3 , 

JL s . V , 

,7 a O' et — - a v. 

/- ‘ 
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Soit maintenant z' la quantity geometrique conjugate k z, en sorte 
qiie I’on ait 

z'— .1 }i. 

Pour passer de - a s' et de arc tangs a arc tangs', il suffira de rein- 
placer dans le second membre de la formule (3) on (5), j par — 
ou, ce qui revient au meine, i par — i. Done 

ju'ctanf >5 et arc tangs' 

seront deux quantiles geometriques conjuguees I’une a Taulre. De 
plus, conime, en verlu de la reinarque faite a la page 259, les radicaux 

seronl encore deux quanli(«‘S g^ornetriques conjuguees, on pourra en 
dire autani, non seulemenl des rapports 

maisaussi des expressions 

arc tang - * arc tang 

\ I s- V ' 

ou, ce qui revient au ineine, des expressions 

arc sin r., arc sin r/, 

et, par suite, eii egard atix Tormules ( 3),(^:> ), (G), (7 )dii paragraphe 1, 
les quantiles geometriques 

arc col 3', arc cos 3', arc sec 3', arc cosec 3' 

seront respectivemeiit conjuguees aux quantiles g6ornetriques 

arccols^ arccosc, arcsec 3 , arccosec 3 , 

En terniinant ce paragraphe, j’observerai que les ibrtnules (20), 
(22) et (3) coincident avec les forinules (107), 0^^) (*-^9) 

onzieme le^on de inon Calcul differentiel ( '), ou plutot avec celles dans 
lesquelles elles se transforment quand on remplace le radical sj — 1 

(') on UK' res (hi Cduchy, s6ri ; II, 1. IV, p. 420. 

CiHuvres de ('. — S. II, t. XI\'. i 
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par la leltre i. Seulement, la formule ( 159 ) de cette onzieme leQon 
etait la formule (3) restreinte au cas od la valeur numerique de y ne 
surpasse pas I’unite. 


IV. Hur cerlaines va/eurs singulieret des expressions 
arclaiig:, arc cols, arc sins, .... 

Le principe auquel il parail convenable de recourir pour delerniiner 
les valeurs singulicres des fonclions se trouve enonc6 a la page 45 de 
mon Analyse alg^brique (*), dans les termes suivants : 

« Lorsque, pour un systeme de valeurs attributes aux variables 
qu’elle renferme, une function d’uneou de plusieurs variables n’admet 
qu’une seule valeur, cette valeur unique se deduit ordinairement de la 
definition meme de la fonction. S’il se presente un cas particulier dans 
lequel la definition donnte ne puisse plus fournir immediatement la 
valeur de la fonction quo Ton considere, on cherche la limile ou les 
limites vers lesquelles cette fonction converge, tandis que les variables 
s’approchent indttiniment des valeurs particulieres qui leur sont 
assignees; et, s’il existe une ou plusieurs limites de cette espece, elles 
sont regardtes comme autant de valeurs de la fonction dans I’hypo- 
these admise. Nous nommons valours singulii^res de la fonction pro- 
poste, celles qui se trouvent dcterminees, comme on vient de le dire; 
telles sont, par exemple, celles qu’on obtient, en attribuant aux 
variables des valeurs infinies, et souvent aussi celles qui corres- 
pondent a des solutions de continuite. » 

Si, en partant de ce principe, on cherche la valeur singuliere du 

rapport ^ dans le cas oii, la constante a etant reelle et distincte de zero, 

la variable x supposee reelle s’evanouit, on reconnaitra, comme je I’ai 
remarqut i la page 4^ de mon Analyse algibrique, que cette valeur 
singuliere est double et se reduit a ± xi . D’ailleurs le principe enonct 
peut ttre appliqut a une fonction quelconquede variables r^elles x,y^ 


(^) CEuvres de Cauchy, s^ric 11, 1. Ill, p. 5i. 
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ou m6ine de la quantile g6om6trique 

par exemple, aux fonctions 

!(::), arc tang;;, arc col:;, arc sin’:; 

Si I’on considere, en particulier, la fonction l(s), et si Ton cherche 
la valeur singuli^^^e de cette fonction correspondante a une valeur 
negative — r de la variable z, le principe enonce fournira I’equa- 
tion (i6) de la page aSo, c’est-a-dire la formule 

1(— /•) = !(/•) ri, 

dans laqnelle le double signe devra fctre r^duit au signe + ou au 
signe — , suivant que la quantity negative — r sera censee representer 
la liinite vers laquelle convergera, pour des valeurs iniiniment pelites 
du nombre e, I’un ou I’autre des deux binomes 

- ;• -h e i , — ■ 6 i . 

Considerons niaintenant la fonction arc tangs. Lorsqu’on y posera 

O’, r etant reels, on pourra deduire generalement sa valeur de I’equa- 
tion (.3) du precedent paragraphe, c’est-a-dire de la formule 

I ./ • f I + V I — .r 1 

(2) arc laiiK ; = : — | ai’<’ cos — -t- arc cos — I 

v-*- L \ ’ 0 \ • 0 .) ) J 

en vertu de laquelle la valeur cherchee sera ordinairement unique et 
linie. Toutefois, cette valeur pourra ou devenir inlinie, ou se presenter 
sous une forme ind<iterminee, non seulement pour des valeurs infinies 
de X ou y, mais encore pour des valeurs finies de ces deux variables, 
savoir, lorsque, x etant nul, le premier au moins des trois rapports 

jr l - 4 - }’ 1 — 7 

^ .i- , (I j )- V •‘f ‘ t 0 j )' 
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se presentera sous la forme Dans cette derniere hypothese, oil I’on 
aura simplement 

5 =_vi, 

la formule ( 2) ne cessera pas de fournir pour arc tangs une valour 
unique et finie, si la valeur nuinerique de j esi inf^rieure a I’unite, 
altendu qu’alors les deux arcs compris dans la formule s’evanouironi, 
ce (|ui reduira la valeur cherchiie a 

*>« I > 

Mais, si Ton a simultanernent 
alors, Tun dps rapports 

I y 1 - - > 

• ‘ * "■ ■ L 

\ i U ' .>;• l'-.> •' 

elant reduit a riinitc, I’autre a — i, les arcs dont ccs rap[)orls sonl les 
cosinus se reduironl, I’un a o, I’aulre a ~ ; et, coinrne, pour des valeurs 
iniiniment petiles de j-, le rapport 

\ 

convergera vers la liiiiile i ou — i, suivant qne ces valeurs seront 
positiv(‘s ou negatives, on tirera de la forrriule (^2) 

arctang(.r.) = ±---f ^ > (j— 7 j • 

ou, ce qui revieui au meme, 

(3) arclaiig( ) !):_-+ ^ 

t ■>. i 

le double signe ± devant 6tre reduit au signe ou au signe — , sui- 
vant que laquantite g^ometrique 71 sera consid6r6e cotnnie la liinite 
vers laquelle convergera, pour des valeurs infiaiment pelites du 
nombre e, Tun ou I’autre des deux binomes 

— E-t-i’i. 
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Enlin, si I’on avail, simultan^ment, 


./• — o. 

et, par suite, 

alors, des deux rapports 

I " 4 ~ V 
— — .izz--- 

\ .r*^- (i -t- »')* 


1 , 


±i; 


I 1 




I’un se reduirail a Tunife, tandis que I’aiitre se presenterait sous la 
forme indeterminee 

O 

O 


D’ailleurs, ces niAtnes rapports etant respectivement egaux aux deux 
produits 


I -1- 1 

s )- 


v/-' (r^r)- 




celui qui se presenterait sous la forme ^ pourraitetrc eensc avoir pour 

valeur Tune quelconquc des quantiles algebriques comprises entre les 
limites — i, 4-i, cette valeur dependant des signes attribues aux 
quantiles inllniment petites 


et de la limite vers laquelle convergerail le rapport de ces quanlites, 
tandis que a: convergerail vers la limite o, et y vers la limite — i ou 
-I- I . Cela pose, en designant par 

M(-., .) 


Tune quelconquc des quantites algebriques comprises entre les limites 
— I, I, et en supposant j = i on y = - i, on devra remplacer la 
formule (3) par I’une des formules 


(4) 


arctangi— i, i) I oo.i, 


arc laug(— i ) ™ ~ M ( i, i) — oo.i. 


(^) 
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II est bon d’observer que, si, en supposant or nul, on attribue kj 
une valeur infinie positive ou negative, on tirera de la forniuIe(3) 

( 6 ) arc Ung g r- ±: 


la valeur de etant j = ± x .i. Ajoutons que, si, en supposant la 
valeur de^distincte de zero, on attribue a chacune des variables^,/ 
ou a une scule d’entre elles, une valeur infinie positive ou negative, 
on tirera de la formule ( 2 ) ; i'* si ^> 0 , 

( 7 ) nvctanfrz— 

2 " si jr* < o, 

n 

(8) arc tang; -- -• 


Les valeurs singiilicros que nous avons obtenues pour la fonction 
arc tangj, et les valeurs correspondantes de la variable z, pourraient 
encore se deduire avec la plus grande facilite, non seulement de 
I’equation (5) du paragraphe 111, mais aussi de I’equaMon (2 ) du para- 
graphe I, e’est-a-dire de la formule 


(9) 


arc 


I ( I 1 3 1 ) — I ( I r. i ) 
2i 


Veut-on trouver, par exeinple, les valeurs finies de z, pour lesquellcs 
la fonction arc tang-, sans devenir infinie, cesse d’etre completement 
determinee. Ces valeurs ne pourront etre que Tune de celles qui 
reduisenta une quantit6 negative I’un des binomes 

I H 3 i , 1 i 


places sons le signe I, dans le second membre de la formule ( 2 ). Or 
celte derniere condition ne pourra etre 6videmment remplie que dans 
le cas od le produit-i sera reduita une quantity algebrique superieure, 
abstraction faite du signe, a I’unite, e’est-a-dire dans le cas ou Ton 


aura 
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e(, de plus, 

D'ailleurs, en adoptant la valeur prec^dentc dc z, on deduit immedia- 
tement I’equation ( 3 ) de [’Equation (9) jointe a la formule 

1(— /') rr !(/•) ± Tti. 

Les valeurs singulieres de la fonction arc tangs 6tant connues, on 
deduira aisement de la i'orinule 

I 

arc col ™ arc - 


les valeurs singulieres dela fonction arc cots. Parmi ces dernieres, on 
devra remarquer celle qui repond a une valeur singuliere du rap- 
port^) par consequent, a une valeur nulle <le s, et qui est donnee par 
la formule 

arc cot G = ±: - » 

2 

le double signe ± devant etre r^iduit au signe +, si la valeur zero 
de z est consideree comme une quantite g^ometrique dont la partie 
algebrique serait positive, et au signe — , dans le cas contraire. 

Cherchons maintenant les valeurs singulieres de lafonclion arc sins. 
On les deduira sans peine de I’equation (20) du precedent paragraphe, 
c’est-k-dire de la formule 

( 10 ) arc sin z =zz arc sin -4- i I ( // + ('). 


dans laquelle on a 







En effet, il suit de la formule (lo), jointe aux equations (ii), (i2)» 
que, pour des valeurs finies des variables x, y, la fonction arc sins 
acquerra gineralement une valeur unique et finie, a moins que Ton 
n’ait 


y = o. 
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Ajoutons que, dans ce cas-la meme, ia valeur de arc sin a ne cessera 
pas d’etre unique, et se reduira simplement k arc sina:, si Ton a simul- 
tan^ment 

) — o, .r-<i. 

Mais si Ton a, sirnultanoment, 

V ~ O, 

les formiiles (i i), (12) donneront 

— y ./ - , r r— ± y - — i , 

('t, par suite, I’equation (10) donnera 

(i 3 ) arc hill./ = ai'csin i- i !(./ - ^ \ ./ - -f- i ), 

S -f- 

le double signe ± devant 6 tre reduit au signe -+- ou au signe — , sui- 
vant que la valeur a;de la variable ; sera consideree coniine la lirnile 
verslaquelle converge, pour des valeurs infiniinentpelitesdu noiiibre e, 
le premier ou le second des deux binoines 

./•.H- ei. ./■ -- ei. 


On pent observer qu’en vertu de ia forinule idenlique 

(v'.c- + \ ./■- - I ) {\'.r- - v'. /■= - I ) , 


on aura 


l(v ■/■* ^ \ ■/■■ — 1) t- l(\ ./■■ \.r - — I ) = o, 

OU, ce qui revient au meme, 

Ha \ - i(v ''" I \ ' ). 

et qu’en consequence ia forinule (i 1) pent s’ecrire comine ii suit : 

(1/4) ai’csiji,/ — arcsin-f it i I (y ,7- y ./ = — i ). 


J’avais deji remarque, dans la onziorne lecon de mon Calcul diffe- 
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rentiel\^. 126 (')], qu’en supposant 

X* > I , _r — o, 

on reduit, dans la valeur de 

arc sin(.r — 1 

la parlie r^elle a 

arc siu — 

V/.'C= 

et le coefficient dc \J — i a la quantite 

± l[v./ = -4-v-'*- I I- 

qui, a cause du double signe, cesse d’etre completenient deferminee. 
Cette circonstance m’avait alors engage a rn'abstenir d' employer la nota- 
tion arc sinj^, dans le cas oil, x etant reel, on a i. M. Bjorling a 
eu raison de croire qu’il ne fallait pas se laisser arreter par cetle con- 
sideration. En adoptant, sur ce point, I’opinion qu’il a emise, et qui 
d’aillcurs est conforme au principe rappele en tete de ce paragraphe, 
on obtient irnrn^diatementune equation qui se reduit a la formule (i /j), 
(|uand on y pose \/ — i = i. 

Si, en supposant j = (>, on attribuait a x une valeur infinic, on 
tircrait de la formule (i/| ), pour a? = 3c, 

(15) arc sin (X)) — ^zh:il(x), 

et pour — oc , 

(16) arcsin( x) — ~ztil(x). 

Enfin, si, en supposant j distinct de zero, on attribuait a chacune 
des variables a;, j ou a une seule d’entre elles, une valeur infinie 
positive ou negative, alors dans la formule (10) on aurait encore 

1(^,1 _i_ = ± 1( 00 ); mais Ic rapport - conserverait une valeur finie 


(‘ ) (Euvres de Cauchy, sorio 11, t. IV, p. 
OEuvres de C. — S. II, i. XI\ . 
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qui co'inciderait avec celle du rapport 


1 



[-■a)T 


et d6pendrait, en consequence, du rapport j son signe etant le meme 
que le signe de .r. 

Les valeiirs singuliferes de la fonction arc sinj 6tant connues, on 
obtiendra celles de la fonction arc cos^ a Taide de la formule 

TT 

nrc cos^ “ - — arc sin 
2 

puis, celles de arc secz et arc cosec-j a Taide des formules 

. . 1 , .1 
arc sec5 ~arc cos - » arc cosec — arc sin - • 
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QUI ONT POUR SINUS OU COSINUS, 

POUR TANGENTS OU COTANGENTE, POUR SECANTS OU COSECANTS 
UNE QUANTITE GEOMETRIQUE DONNEE 


Soil z une quantite geom^friqui* li^e aux quantiles algebriques o', r 
par la formule 

-f- vi. 

D’apres ce qui a ete (lit dans I’article precedent, a une valeur donnee 
de z correspondra gen^ralement une valeur unique et finie / de Tune 
quelconque des fonctions de z representees par les notations 

arcsine, arc cose, arctange, arc cole, arcsece, arccosece; 

et, de plus, ces fonctions pourront 6tre considerees comme inverses 
de celles que representent les notations 

sine, cose, tange, cote, sece, cosere, 

en sorte que la valeur trouvee Z exprimera une racine de I’unc des 
Equations 

smX~z, cos^—z, taiigZ-=ire, colZ— secZ™e, cosec Z=e. 

Mais, evideinment, chacune de ces dernieres equations admettra, 
outre la racine Z, une infinite d’autres racines parmi lesquelles on 
devra ranger les divers terraes de la'progression arithm^tique 

Z — !\n, Z, Z-i-ar, Z-f-/(7r 
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indeflniment prolongee dans les deux sens. Nous nous proposons ici 
de rechercher toutes les racines de chacune des ^uations dont il 
s’agiL En d’autres terrnes, nous nous proposons de trouver tous les 
arcs qui ont pour sinus ou cosinus, pour tangente ou cotangente, 
pour secante ou cosecante une valeur donnec de On y parvient sans 
peine en commeiujant, ainsi qu’on va le faire, par la recherche des 
arcs dont le sinus s’cvanouit. 


I. - Sur les (lieerses ra<'ines des equations sirif — ros^~ o. 

En designaiit par la Icltre ti le rapport de la circonforence au dia- 
melre, et par la lettre /,■ une quanfite enlicre, positive, nulle ou nega- 
tive, on a generalement 

sin / 7: o: 

par consequent I’equation 

(1) sinj— (I 

a pour racine I’nne ({uelconqtie des valeurs de !!, comprises dans la 
form ule 

c’est-ii-dire I’un (|uelcon<jue des divers terrnes de la progression geo- 
inetriquc 

.... -- 'At.. — ir, — 7:. 0, T. IT., 3 ::, .... 

indefinimenl prolongee dans les deux sens. J’ajoute qne ces divers 
terines sont les senles valeurs algebriques ou merae geometriques 
de qui soient proprcs a verifier I’equation (i). EHectiveinent, 
cornine on a 

!■ -I 

Mn!;= : , 

* ') 1 

I’equation (i)dounera 
ou, ce qui revient au mcine. 

Done, en vertu de I’equation (i), le produit -2^1 devra se reduire a 
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I’un quelconque des logarithmes n6p6riens de I’unit^. Mais on a vu 
(p. a85) que les divers logarithnaes nep6riens de I’unit^ se r^duisent 
aux diverses valeurs du produit 

!2/* Tli, 


k etant uiie quantile entiere. Done Teqiialion (i) donnera 

= 2 ^ 711 . 


k elanl une quantile entiere ; et, par suite, 

Z — /,n. 

Si a I’equation (i) on subslituait la suivante, 

(3) cos^ = (i, 

il suKirait, pour resoudre celte derniere, d’observer que I’on a gene- 
ralement 



Kn consequence, les diverses valeurs de propres a verifier I’equa- 
tion (i), seront encore oelles qni verifieront la formule 

(,i) 

Or ces diverses valeurs de C seront donnees par la formule 



de laquelle on tire 

(5) ;::rr/.7:-4- 


k etant une quantile entiere quelconque. 


It. — Sur les diverses rarines des equations sin |7 = i, cos‘j--j. 

Supposons maintenant que, z etant une quantity geometri(|ue quel- 
conque, Ton deinande les diverses racines de I’^quation 
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L’une de ccs racines sera precisement la fonction Z de s representee 
par arc sin a, de sorte qu’en posant 


Z ~ arc sin 


on aura 


^inZz=z z. 


Done r^quation (i) pourra etre presentee sous la forme 

sin j alnZy 

ou, ce qui revientau m^me, sous la forme 

sin p — sin Z o. 


D'ailleurs, en vertu de la seconde des forinules (44) de la page '^ 22 , on 
aura 


-4- Z 

sin — sin Z 2 sin cos-^ 

‘ > A 


Done I'^quation (i) donnera 


Z 




et, pour la verifier, il faudra.supposer ou 


ou 

( 3 ) 


.V I V 

P_±_^ — 


Mais, en vertu des principos etablis dans le paragraphe 1, les diverses 
valeurs de propres a verifier les equations ( 2 ) et (3), seront 
donnees par les deux forinules 


2 


= A TT, 



= Atth- 


TT 

— 9 

2 


ou, ce qui revient au meme, par les deux forinules 

(4) ^ = Z+aA-iT, 

(5) 5 = (a/, -h 1)7: — Z, 
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k etant une quantile entifere quelconque. Done les diverses racines de 
r^uation (i) seront precis^ment les valeurs de ^ fournies par les 
Equations (4) et (5), que I’on peut encore ecrire comme il suit : 

(6) ^ — 2 A'TT arc sin5, 

( 7 ) p =: (aA'Tt - 1 - i)7r — arcsins. 

En raisonnant de la merne maniere, et en ayant ^gard a la seconde 
des formules (43) de la page 322, on reconnaitra que I’equation 

(8) co»5 = j 

a pour racine, non seulement la quantity geoni6lrique Z, d6lermin6e 
par la formulo 

Z — arc cos 5 , 


mais encore les diverses valeurs de p, propres a verifier les deux 
equations 


(9) 

( 10 ) 


Sin “ . 


. % Z 

sin * o. 


e’est-a-dire les diverses valeurs de p comprises dans les deux for- 
mules 

(Ii) ’>.k-si^ Z, 

(r,.,) '^ = ikTt-Z, 

ou, ce qui revient au meme, dans les deux formules 

( 1 3 ) 3 ~ ^71-4“ arc cos .c, 

(14) 3 ~ 

k etant une quantity entiere quelconque. On arriverail aussi a la meme 
conclusion en observant que pour resoudre I’equation (8) il suffit de 

r6soudre I’equation (i), apres y avoir 6crit^ — ^ a la place de la 
lettre 
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III. — Sur /es diverses racines des equations tang^^s, col5 = -’ 


Supposons raaintenant que, z ^tant une quantile geom6trique quel 
conque, Ton demande les diverses racines de I’^quation 

(i) lang5— 


L’une de ces racines sera preciseinent la fonclion Z de z repr6senl6e 
par arc langv, de sorte ([u’en posanl 


on aura 


yf izr are tang::, 

tangZr- 3 . 


Done I'equation ( i) pourra elre presentee sous la rornie 

tangp — liU'fiZ, 

ou, ce qui re.vieni au nienie, sous la forme, 

lang^'j — langZ. — o. 


Mais on aura d’ailleurs 


,, ' sill"'; sill Z siiii"; — Z) 
lang;', - lan;;/— ij ■ 

(HK "7 CUS / COS 7COSX 


par consequent 


laiigp laiigZ— sin{;'; — Z) sec p sec/. 


Done I’equation (i) donnera 

sin(p -- /) secp sec/= c, 

et, pour la verilier, il faudra supposer ou 

(•2) sin(;^- -/)~o 


OU 

(3) sec^secZ-ro. 


Mais, en vertu des principes etablis dans le paragraphe I, les diverses 
valeurs de p, propres a verifier I’equation ( 2 ), seront donnees par la 
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formule 


•:i-Z=kr.. 

ou, ce qui revient aii mcme, par la formule 

;^ = Z-f- /.7t, 

quo Ton pourra encore ecrire cotnme il suit, 

( i ) p = arc lanj" : -h / 7r. 


k etant line quantito entiere quelconquc. 

Quant a Tequation (3), elle no pourra sc verifier que si Ton a 

( •> ) St‘C Z ~ O 


OU 

{()) sec/'j-'O. 


Mais, fl’antre part, en vertu de la formule (lo) de I’avanl-dernier article, 
on aura 

sec* Z 1 I -f* 5- 


Ct 


sec- ‘'J — i -r la “ i i 3 - . 


Done I’oq nation ( i) ou (d) ne pourra sc verifier que dans le cas ou 
Ton aura 

I -f o, 

ou, ce qui revient au mcme, 
ct, par suite. 

( 7 ) ; = ±.i. 


D’ailleurs, dans ce dernier cas, I’oquation (i ), reduite a la forme 


donnera 


lang;', — It i. 


OU, ce qui revient au meme, 

scc^5 = o ; 

elle entrainera done la formule (6), que Ton pourra ecrire comme il 
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suit : 


mSmoirk 


( 8 ) 


C08^ = 


II y a plus : comme on a 

I’equation (8) donnera 

(<0 


COB = 

'A 

I -4- ^ * I 

■*. 


et, comme kune valeur fitiie del’exposanl ‘^i correspond toujours une 
valeur finie de chacune des cxponentielles 

r-?'. 


il est clair qu’on ne pourra satisfairc a la formulc (()) en attribuant a 
la quantile geornetrique j une valeur linie. Done, dans le cas dont il 
s’agit, les diverses racities de Tequation (i) deviendront infinies, y 
compris celle que nousavons d6signee par arc tang;. Cette conclusion 
s’accorde avec les resultats obtenus dans le dernier paragraphe de 
I’article precedent. On doit meme remarquer que, dans le cas oCi Ton a 
; = ±:i, la valeur de arctang;, devenuc' lout a la Ibis indefinie et 
indeterminee, est une valeur singuliere, determinee par la f‘ormule(4) 
ou (T) )de la page .t.'ly,. 

En delinitive, si on laisse de cole le cas oil Ton a ; = d:: i, et ou les 
diverses racines de I’equation (i) deviennent infinies, les valeurs de 
ces diverses racines seront toutes fournies par Tequation (4). 

Si I’equation (i) etait remplacee par la suivante, 

(lo) coi^ = s, 

on pourrait presenter cette derniere sous la forme 

(n) tansp=i; 


et, de ce qui vient d’etre dit, Ton conclurait immediatement que les 
diverses racines de i’equation (ii) sent, en general, tes diverses 
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valeurs de 3 donnees par la formule 

= arc tang A 7r, 




ou, ce qui revient au meme, par la formule 

( I ?.) p = arc col s + /■ 7C. 

Toufefois, cette formule cease d’etre applicable dans le cas ou Ton a 
; = ±i, el oil les diverses racines de I’eijuation (11) deviennent 
iniinies. 


IV. Sur les fliverses rncines ties et/uations sec'-i ---! coscr'V-' "■ 

Apres avoir obtenu, par la metbode exposee dans le paragraphe !I, 
les diverses racines des equations 

sin ‘3 == Z, ( OSp r-r: 3, 

on obfiendra sans peine les diverses racines des Equations 

(i) C 08 erpz= 3 . 

(7) s, 

en presentant ces dernif*res equalions sous les formes 

sin^— ros^:,— 

On reconnaitra ainsi quc les diverses racines de I’equation (i) sont 
donnees par les deux formules 

(3) r= 2 A'T! -t- arc coshes, 

‘5 = (2/. -I 1)7: — arc cosec;. 

et les diverses racines de I’equation ( 2) par les deux formules 

5 = 2 A 7 T arc secs, 
zTz 2 At: — arc sec c. 


( 5 ) 

( 6 ) 
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Soil ‘3 unc (|uantite gcoinetrique proprc it verifier, comme racine, 
Tune ties e(|uations 

sinpr= 5 , cos Iaii;;‘9=;, 001^7 = ;. sec‘_7 = ;. coscc^— 

et nomrnoiis Z celle des valeurs de 3 se trouve rcpresentec par 
Tune des notations 

arcsin:;, arccos:, arclanj;:. arccot;, arcscc;, arc coscc.;. 

Les diverses valours de 3 . o», d’aulres tenues, les diverses racines 
de r^quation proposee, seroni en nonibre infini et de deux especes. 
Les lines seront toujours dounees par la forinule 

(I) ;'7_--9./.- : /.. 

^designant une (|uantile enliere, positive, iiullc ou negative : et, pour 
deduire de celles ci les autres racines, il suffira generaleinent de rem- 
placer, dans le second membre de la formule (i), la quantite Z par la 
({uantite — Z. s’il s’agit de resoudre Tune des equations 

('2) :z_ r., oosec‘3 =: r. ; 

par la(|uantite r. — Z, s’il s’agit de resoudre I’une des equations 

(o) siii'!^— cospc'i;=c.; 

enfin, par la <|uantite r. -t-Z, s’il s’agit de verifier I’une des equations 

f i I lanftp = < 013 -::l 

Cela pose, les racines cherchees, ou, en d’autres ternies. les diverses 
valours de 3 seront fournies, dans le premier cas, par la formule 

(T)) = + 

dans le second cas, par la formule 

•3-(2/.+ :)rr±(^-z). 


(0) 
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3r)7 

et, dans le troisierne cas, par la formule 

( n j rnr Ik TT -t“ /« , 

ia quantity k etant ici subsliluee a Tune des equations entieres ih\ 
Ajoutons que, dans le cas particiilier od Ton a « = ±:i, les 
diverses racines deviennent infinies, ce qui rend illusoire la for- 
inule (7). 




MEMOIRE 


SUR LR8 

FONCTIONS DBS aUANTlTfiS GEOMETRIQBES 


Lorsqu’en adoptant les principes etablis dans les articles precedents, 
on substitue anx expressions irnuginairesiQ?, quantites geomitrupies, les 
variables imaginaires ne sont anlre chose que des quantiles giome- 
triques variables. Heste a savoir comment doivent etre definies les 
functions Ae. variables imaginaires. Cette derniere question a souvent 
embarrasse les geometres; mais toute difficulte disparait, lorsqu’en se 
laissant guider par I’analogie, on etend aux functions de quant ites 
geometriques les definitions generalement adoptees pour les fonctions 
de quautites algebriques. On arrive ainsi ii des conclusions singulieres 
au premier abord, el niianmoins tres legitimes, que j’indi<}uerai en 
peu de mots. 

Deux variables reelles, on, en d’autres (ermes, deux quantites 
algebri({ues variables sont dites fonctions Tune de I'autre, quand elles 
varient simultanement, de telle surte que la valeur de Tune determine 
la valeur de I’autre, Si les deux variables sont cens^es representer les 
abscisses de deux points assujettis a se mouvoir sur une meme droite, 
la position de I’un de ces points determinera la position de I’autre, et 
reciproquement. 

Soit, maintenant, z une quautite geometrique qui represente 
Yaffixe d’un point A assujetti a se mouvoir dans un certain plan 
(p. 245). Nommons r le module, et p V argument de la quautite geom6- 
trique z, e’est-a-dire le rayon vecteur mene, dans le plan dont il s’agit, 
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d’une. origine fixe 0 au point mobile A, et Tangle polaire forme par ce 
rayon vectcur avec un axe polaire OX. Soient, eiifin, .r, y les coor- 
donnees reclangulaires du point A, inesurees a partir de Torigine O 
sur Taxe polaire OX, et sur un axe perpendicnlaire OY. Non seule- 
inent on aura 

.7z=rco’ip, y—is\np 

et 

(•) 

mais, de plus, en posant 

on trouvera (p. 2 i()) 

( 2 ) 

Pareillement, si I’on nomme 
X Taffixe d’un point mobile H; 

//, P le module et Targument de Z, on, ee qui revient au meme, les 
coordonnees polaires du point B; 

A', )’ les coordonnees rectangulaires du meine point, on aura non 
seiilement 

( 3 ) Z—ftr, 
mais encore 

(4) z— 1 H - ) i. 

Cela pos(% si, comme on doit naturellcment le faire, on etend aux 
fonctions de quantit^s geometriques variables les definitions generale- 
ment adoptees pour les fonctions de quantites algebriques, Z devra 
etre cens6 fonction de lorsque la valeur de z determinera la valeur 
de Z. Or, il suffira pour cela que A' et >' soient des fonctions deler- 
min^es de an et y. Alors aussi la position du point mobile A di^termi- 
nera toujours la position du point mobile B. 

Les proprietes que poss^de une fonction peuvent etre de deux 
especes differentes. En effet, ces proprietes peuvent subsister pour des 



r. ^ ./ -t 1 i. 
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valeurs quelconques de la variable doiit cette fonction depend. Mais il 
pent arriver aiissi qiie certaines proprietes subsistent seuleinent pour 
certaines valeurs de la variable, par exeinple s’il s’a{<it d’une variable 
reelle or, pour les valeurs de x comprises entre deux limites donnees 
n, b, et, s’il s’agit d’une variable imaginaire pour toutes les valeurs 
de j propres k representer les affixes de points renfermes dans une 
cerlaineaire plane Sque limite un certain contour. 

Les proprietes des fonctions etant generalement exprimees par des 
equations on par des formules, il suitde ce qu’on vient de dire que 
certaines equations ou formules subsistent seulcment entre certaines 
limites. Cette conclusion s’accorde avec une remarque sur lacjuelle j’ai 
insiste dans mon Analyse algebrique (Introduction, iij), savoir, qne la 
plaparl des fannnles algebriques subsistent aniquerru‘nl sous certaines 
conditions et pour certaines valeurs des quantitis qu'elles renferrnent. 
Ainsi, par exemple, z = r,, etant une quantite geometriciue variable, 
ou, en d’autres termes, une variable imaginaire, Tequation 

. I 

io) — I -+■ : r.--i . . . 

1 - : 

lie sera generalement vraie que pour un module /• de ^ inferieur a 
runite, c’est-a-dire pour des valeurs de z propres a repr^senter les 
affixes de points situes a I’interieur du cercle qui a I’origine pour 
centre et I’unite pour rayon. Si Ton supposait precisement /• = i, la 
s6rie 

dont la somme constitue le second membre de la formule (f»), serait 
divergente, a moins toutefois que Ton n’efit- = — i . D’ailleurs, dansce 
dernier cas, les deux membres de la formule (5) devront 6tre evidem- 
ment remplaces par les limites vers lesquelles ils convergent, tandis 
que z s’approche indefiniment de I’unit^, et il est clair que ces limites 
se r^duiront pour le premier membre a rinfiiii positif ou negatif, ou 
meme imaginaire, et pour le second membre k I’inlini positif seule- 
ment. 


fHi'myvnst ///> i' — S. II t. XIV. 
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Dans ce qui precede, nous nous sommes born^ a consid^rer des 
fonctions d’une seule variable. Mais il est evident qu’une function 
pent dependre de piusieurs variables, chacune de ces variables ^tant, 
ou une quantite algebrique, on une quantite geoinetrique. Ajoutons 
qu’une telle function peut offrir des proprietes qui subsistent, ou 
pour toutes les vaieurs, ou seuleinent pour ccrtaines valeurs des 
diverses variables qu’elle renfernie. 

Observons encore qu’une fonction d’uue ou de piusieurs variables 
peut elre ou explicite ou iinplicite. 

Lorsque des fonctions d’une ou de piusieurs variables se trouvent 
immediaternent exprimees au moyen de ces variables, elles sont 
noinm^es fonctions explicites. Mais lorsqu’on donne seulement les 
relations entre les fonctions et les variables, c’est-a-dire les equations 
auxquelles ces quantites doivent satisfaire, tantque ces equations ne 
sont pas resolues, les fonctions, n’elant pas irnniedialeinent exprimees 
au moyen des variables, sont appelees fonctions implicites. Four les 
rendre explicites, il suflit de resoudre, lorsque cela se peut, les e(|ua- 
tions qui les d^sterniinent. 

Souvent le resultat d’une operation effcctuee sur une quantite peut 
avoir piusieurs valeurs diflerentes les unes des autres. Lorsqu’on veut 
designer indistincteuient une quelconque de ces valeurs, on peut, 
comine nous I’avons fait dans V Analyse algebrique , recourir des 
notations dans lesquelles la quantity soit entouree de doubles traits, 
ou de doubles parentheses, en reservant la notation iisuelle pour la 
valeur la plus simple, ou pour celle qui parait incriterdavantage d’etre 
remarquee. Les conventions etant admises, une fonction explicite, 
repr^sentee par I’une des notations usuelles, olfrira generalement, 
pour chaque raleur de la variable dont elle depend, une valeur unique 
qui pourra toutefois devenir multiple dans certains cas particuliers. 
Ainsi, parexemple, chacune des fonctions 

1 + c -f sins, cosr-, 


olfrira g6n6ralement, pour chaque valeur de la variable s, une valeur 
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unique et Unie; et I’on pourra encore en dire autant des fonctiuns 


-f arctan^s^ arccols, arc sin .... 

z 

Toutefois, ces derniferes fonctions offriront, pour certaines valeurs 
particulieres de z, des valeurs multiples. Telle sera la valeur inflnie 

de positive, ou negative, ou mOme imaginaire, correspondante ii 

une valeur nulle de 3. Telle sera encore la valeur jm^u/i^rede arc cot;, 
correspondante a 3 = 0 , et donnee par la formula 

, 7: 

arc col ; ± - , 

dans laquelle le double signe doit etre reduit au sigrie -t- ou au signe — , 
suivant que la partie algebrique de la variable imaginaire 3 passe par 
des valeurs positives ou negatives avant d’atteindre la limite zero 
(p. H4^)- Quant aux fonctions implicites, elles pourront admettre des 
valeurs multiples correspondantes, non seulement a des valeurs parti- 
culieres, mais encore a des valeurs quelconques des variables. Airisi, 
par exemple, la fonclion Z de 3, deterininee par Tequation 

(G) 

admet deux valeurs distinctes, savoir : 

(7) — et (I . 

11 arrive souvent que les iliverses valeurs d’une fonction implicite 
sont en noinbre infiiii. On peut citer coinme exemple la fonction Z 
determinee par I’^quation 

( 8 ) C4)S / “ 3 , 

de laquelle on tire i^p. 35 1 ) 

(y) Z ~ •?At: zh arc cos a. 


/fetant upe quantity entiere quelconque. 
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Nous d^signerons sous le noin de type une expression anaiytique 
propre a represenler g6n6ralenient, ou la valeur unique d’une fonction 
explicite, ou I’unedes valeurs diverses d’une fonction implicite. Cette 
definition etant adinise, la fonction Z, determinee par I’equation (G), 
admettra deux types distincts, que presentent les forrnules (7); et la 
fonction Z, deterinin^se par I’equation (8), offrira une inlinitede types, 
tons compris dans la formule (9). 

Les integrales delinies prises entre des liniites variables, et celles 
qui renferment des parametres variables, doivent 6tre rangees au 
nombre des functions explicites. fres souvent, les valeurs de ces inte- 
grales sont determinees par des forinules qui subsistent uniqueinent 
sous certaines conditions. Ainsi, par exeniple, x etant une variable 
reelle, I’equation 


subsiste uniquement pour des valeurs positives de x, el doit 6tre rem 
placee, quand x est negatif, par la formule 


• . TT TT 

tandis que la moyenne arithm^ique entre les deux quantiles — 
c'est-a-dire zero, est pr^cisement la valeur de I’integrale 



Sin («.!•) , 

ificx 

a 


correspondante k une valeur nulle de x, Ainsi encore, s etant une 
quantite geometrique variable, ou, en d’autres termes, une variable 
imaginaire, li6e aux variables reelles a?, y par I’equation (2), la for- 
mulc 






subsiste uniquement pour des valeurs positives de la partie reelle x 
de la variable Enfin, si Ton noinme r le module et p I’argument 
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(le en sorte qu’on ait la ibrinule 



siibsistera unicjuement pour un module /’ de inlerieur a Tunite, c/est- 
a-dire pour toute valeur de z propre a representer Taffixe d’un point 
situe dans I’interieur du cercle qui a I’unite pour rayon. On aura pour 
r= I, c’est-a-dire pour toute valeur de ^ correspondante a un point 
situe sur la circonference du cercle dont il s’agit, 



et pour /-^ I, c’est-a-dire pour toute valeur de j corresp(>ndante a un 
point situe hors du ineme cercle. 
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LES FONCTIONS CONTINUES 

l)E QUANTITES ALfieRftiaUES OU GEOMETRIOUES 


1 . — Considi vations ^enemies, 

Parini les caracteres que les fonctions peuvent offrir. Tun d« ceux 
qui, en raison de ieur importance, merite.nt une attention s^rieuse, 
est bien certainement la continuite, telle que je I’ai d^finie dans mon 
Analyse algebrufue. A la verite, la definition des fonctions continues, 
donnee dans cef ouvrage, et generalcinent adoptee aujourd’hui par les 
gcometres, s’y trouvait specialement appliquee aux fonctions reelles 
OU imaginaires des variables reelles, e’est-a-dire des quantites alge- 
briques variables. Mais rien n’empeche d’elendre la meme definition 
au cas oil les variables sont des quantites gcometriques, comme je 
I’expliquerai tout a I’heure. 


II. — Sur les fonctions continues de quantitis algebriques. 

CoramenQons par rappeler les principes etablis en 1821 dans mon 
Analyse algebrique, et reproduits en 1829 dans mes Lemons surle Calcul 
diffirentiel. 

« On dit qu’une quantity (algebrique) variable devient infiniment 
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petite, lorsquc sa valeiir nutiicrique decroit itidefiiiiment, de maniere 
a converger vers la limitc zero {Analyse algebrujiie , p. 26 ) (' ), 

» Une quantile infiniment petite se nomme encore un infinimeni 
petit {Preliminaires dll Calcul dijfcrentiel, p. 4)(“)’ 

» Les notions relatives i) la continuite ou a la discoiilinuite des 
fonctions doivent elre placees parmi les objets qui sc ratlachent a la 
consideration des infiniment petits {Analyse algehrii/uc, p. 34) ( ')• 

» Soil /(x) une fonction (reelle) de la variable (reelle)x, et sup- 
posons que, pour chaque valeur de .r intermediaire enfre deux limites 
donnees, cette fonction adinelte constamment une valenr unique cl 
finie. Si, en partant (I’une valeur de .r comprise entre ces limites, on 
attribue, a la variable x un accroissemenl infiniment petit a, la fonction 
elle-inemerecevra pour accroissement la dillerence 

J\.r I 5!) ). 

(jui dependra en meme temps de la nouvelle variable a et de la valeur 
de X. Cela pose, la fonction f{x) sera, entre les deux limites assignees 
k la variable x, fonction continue de cette variable, si, pour chaque 
valeur de x intermediaire entre ces limites, la valeur numerique de la 
difference 

decroit indefiniment avec celle de a. En d’autres termes, la fonction 
f{x) rcslera continue par rapport d x entre les limites donnees, si, entre 
ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable pwduil tou- 
jours un accroissemenl infiniment petit de la fonction elle-ndme {Ana- 
lyse algebrique , p. 34 et 35). 

» On dit encore que la fonction f{x) esi, dans le voisinage d'unc 
t'alcur particuliere, attribuee d la variable x, fonction continue de cette 
variable, toutes les fois qu’eile est continue entre deux limites de x, 
meme tres rapprochees, qui renferment la valeur dont il s’agit {Ana- 
lyse algebrique , p. 35). 


(*), (^) (Eiwrcs dc Ciiuc/o, sene 11, 1. Ill, p. ul 43; (») S6rie II, t. IV, p. 273 . 
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» Knfin lorsqu’une fonction cesse d’etre continue dans le voisinage 
d une valour particuliere do la variable x, on dit qu’elle est alors dis- 
continue, et qu’il y a, pour cctte vaieur particuliere, solution de conti- 
nuiti {Analyse algebrique, p. 35) ». 


Les definitions precedentos sont reproduites en termes equivalents, 
ou rnenie identiques, dans les Preliminaires de mon Valcul diffcrentiel 

(p. 6). 

Ccs definitions etant admises, ii sera facile de reconnaitr(*, non sen- 
lement si une fonction explicite et reelle de la variable reelle x est ou 
n’est pas continue entre deux limites donnees, mais encore enire 
quelles limites une telle fonction reste continue. 


« Ainsi, [)ar exemple, la fonction sinor, admettant pour cliaque 
vaieur particuliere de la variable x une vaieur unique et (inie, sera 
continue entre deux limites quelconques de cette variable, atlcndu 

que la vaieur numerique de sin et, par suite, cello do la difftirence 


sm 


a) — sin./ — sin - oos 
2 




decroissont indedniment avec celle de a, quelle que soil d’ailleurs la 
vaieur (Inie qu’on attribue a x {Analyse alge.brique, p. 3t)). 

» Si (en designant par a une constanlc reelle, par A un nonibre 
conslanl, et par l^x le logarithme reel de x pris dans le systeme dont 
la base est A), on envisage, sous le rapport de la continuite, les fonc- 
tions simples 

a-| ./, a - .r, n.t\ -» I', 1../, 


on trouvera que chacune de ces Ibnctions reste continue entre deux 
limites finies de la variable x, toutes les fois qu’etant constamment 
reelle entre ces deux limites, elle ne devient pas inllnie dans I’inter- 
valle {Analyse algibrique, p. 35 et 36). 

» Par suite, chacune de ces fonctions sera continue dans le voisi- 
nage d’une vaieur finie attribuee a la variable x, si cette vaieur se 

OEuvres de C. — S. II, 1. XIV. 47 
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trouve comprise, pour les fonctions 


a -4- ./ 
a — .?• 


> enlre les limiles 

A'*' 

sin.r 
cosj:* 


— 00 , .T zzzoc: 


pour la fonction 

1 “ enlre les limitos .r ™ — oo, .r r-r o, 
9,“ enli c les limiles ./ ™ o, r ~ oo ; 



pour les fonctions 


. enlre les limiles ./ jzzo, .t zzz qc\ 

L(./) 1 
enfin pour les fonctions 

I enlre les limiles .r — — i , ./ • = i . 

{Analyse algcbrique^T^, 'id.') 
)' II esl bon d’observer que, dans le cas oil Ton suppose 


arc sin .r 
arc cos./' 


a — »i. 


m desi}?nant un nombre entier, la fonction simple of' est toujours 
continue dans le voisinage dune valeur linie de la variable x, a moins 
que celte valeur ne soit nulle, a elant egal a — m{ Analyse algebrique, 
p. 37). » 

Lorsqu’une fonction devient infinie pour une valeur finie de la 
variable, un accroissement inliniment petit attribue a cette valeur 
cesse evidemment de produire un accroissement inliniment petit de la 
fonction elle-meme, et, par suite, il y a solution de continuite. Ainsi, 
par cxemple, chacune des fonctions 

a 
./• 


el 
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{m elant un nombre entier), devient discontinue en devenant infinie 
pour 

00 — 0 . 

Cela pose, pourqu’une fonction de la variable r6elle a; reste continue 
dans le voisinage d’une valeur donnee de x, il est n^cessaire qu’a cette 
valeur de x corresponde une valeur finie de la fonction. Mais est-il 
pareillement necessaire que, pour la valeur donnee de x et pour 
chacune des valeurs voisines, la fonction acquiiire une valeur unique 
represcntee par un seul type /(x)1 A la rigueur, cette question 
pourrait 6tre resolue negativement; et, dans le cas ou il s’agit d’une 
fonction impiicite qui offre diverses valeurs represenUes par divers 
types, ou, en d’autres terines, d’une fonction liee a la variable x par 
une equation qui admet plusieurs racines, on pourrait dire que cette 
fonction impiicite est continue entre des limites donm^es de x, lorsque 
entre ces limites, un accroissement infiniment petit attribue a x pro- 
duit toujours un accroissement infiniment petit de fun quelconque 
des types. Mais il est plus simple de considerer chacun de ces types 
comme une fonction determinee de x', et pour enoncer clairement 
rhypothese admise, il sufflt de dire que chacune des valeurs de la 
fonction impiicite est une fonction explicite deo;, qui reste continue 
entre les limites assignees a cette variable. 

Ainsi, par exemple, si Ton nornme j une fonction impiicite de x, 
determinee par I’equation 

(i) 

les deux valeurs qu’admettra cette fonction impiicite, pour une valeur 
reelle de.r, comprise entre les limites 

seront deux fonctions explicites represent6es par les deux types 

sj I — .r* , — ‘ ~ > 

et dont chacune restera continue entre les limites donnees. 
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Ainsi encore, si Ton nomine y une fonction iroplicite de x deter- 
minee par I’equalion 

(9.) lanny — ./•, 

les valeurs qu’admetlra celte fonction implicitc, pour une valeur reelle 
de a-, seront Ics functions explicites representees par les divers termes 
de la progression aritlunetique 

art hart’ Ian”./, arc Ian;;./, 

T. arc Ian”./ , 'XT. ^ arc lan” ./ 

et chacune de ces fonctions explicites restera continue cntre des 
limites quelconques de la variable, par consequent entre les liniifc^s 

./• - - QC, ./• =r- C3C. 

II n’est pas sans interet de rapprocher I’une de I’autre les notions 
de continuite dans les fonctions et de continuite dans les courbes. 
C’est ce que nous allons essayer de faire en peu de mots. 

Concevons que, dans un plan donn6, on construise une courbe dont 
les coordonnees rectilignes, rapportees a des axes rectangulaires ou 
obliques, soient la variable reelle x et une fonction reelle y de cette 
variable. Si I’ordonneey, consid6r6e comme fonction de I’abscisse .r, 
est explicite et continue entre deux limites donnees 

la courbe sera certainement continue entre deux points qui auront 
pour abscisses .r,,. Ilya plus ; elle oflVira entre ces deux points, 
une seule branche correspondante a la valeur unique de la fonction y. 
Si, au contraire, la fonction y demeurant explicite, devient discon- 
tinue entre les limites donnees, pour certaines valeurs particulieres 
j ;, , ... de I’abscisse x, la courbe deviendra elle-m6me discontinue 

et se decomposera en diverses branches que limiteront des ordonn^es 
correspondantes k ces valeurs particulieres de a,-. Enfin, si I’ordonneej, 
consid^r6e comme fonction de x, est implicite et d6terminee par une 
equation qui admette plusieurs racines, chacune de ces racines. 
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quand I’equation sera resolue, deviendra line fonotion explicite, con- 
tinue on discontinue, a laquelle repondra ou line seule branche de 
courbe, ou le systoine de plusieurs branches que limiteront les ordon- 
nees correspondanles aux solutions de continuite. Done alors des 
branches distinctes pourront ripondre, non seulement a des valeurs 
diverses, rnais encore a line valeur unique de I’abscisse ^r. D’ailleurs, 
dans le cas oh, entre deux limites donnees de x, chaque valeur de la 
fonction implicite y est une function continue de x, et repr^senle en 
consequence une seule branche de courbe, il peut arriver que les 
diverses branches correspondantes aux diverses valeurs de r se 
joiguenl par leurs extremit^s, de maniere a former une courbe con- 
tinue. C’est ce qui aura lieu, par exeniple, si I’ordonn^e/ est d6ter- 
minee par I’equation (i). Alors, en efl'et, les deux valeurs de j, savoir 

V I - \ I - - 

resteront, comnie on I’a dit, fonctions continues de x entre les limites 

- I , “ I , 

et les deux branches de courbe correspondantes ii ces deux valeurs 
seront deux demi-circonferences de cercle qui se joindront par leurs 
extremit6s, de maniere a reproduire la circonference entiere. C’est ce 
qui aura lieu encore si I’ordonnee est determinee par I’equation 

(3) sill)— .r: 

car la courbe continue que represente I’equation (3) peut t^lre consi- 
deree comme compos6e de plusieurs branches qui sejoignent par leurs 
extremites, chaque branche ayant pour ordonnee, entre les limites 

.r I , .r I , 

Tune des valeurs de j comprises dans les deux progressions 

— ^TT -i' arc slii.f-, — t: “I • arc siiK/% arcsiii.r, tiTT -H arc sin./’ 

\t. -I- arc sill./ , . . . ; 

3:: ~ arc siiK/’, — t . ~ arcsin.r, 7 : — arcsin,/-, Sr — arcsin./’ 
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Gomme on vient de le remarquer, quand on exprime, en fonction de 
I’abscisse x, I’ordonnee y d’une courbe continue, cette ordonnee 
admet souvent diverses valeurs repr^sentees par diverses fonctions 
explicites de x. Mais alors on peut aussi repr6senter chacune des coor- 
donn6es x, y par une fonction toujours continue d’une autre variable s. 
II suffit pour cela que la lettre s designe ou Fare de la courbe continue, 
niesure dans un sens determine a partir d’une origiiie fixe, ou une 
quantite qui croisse constamment avec cet arc. Ainsi, par exemple, si 
I’on nomme s un arc mesure sur la circonference de cercle que repre- 
sente r^quation (i), k partir du point oil cette circonference coupe 
I’axe des x et dirig6 dans le premier instant, du cote des ordonnees 
positives, les coordonn^es x,y de cette meme circonference pourront 
etre represent^es par des fonctions de Fare s, toujours continues, et 
liees a cet arc par les equations 

a' = COS.9, y — si II 

Quand la courbe que Fon considere est, comme dans le cas prece- 
dent, une courbe fermee et rentrante sur elle-nieme, les coordonnees 
x,y, exprimees en fonction de Fare s, sont evidemment des fonctions 
periodiques qui reprennent les mkmes valeurs au moment oil Fextre- 
mite de Fare s, apres avoir parcourii le perimeire entier de la courbe, 
retrouve la position qu’elle occupait d’abord. 


III. — Sur les fonctions continues de quantiles geometriques, 

Designons par la lettre z une variable imaginaire, ou, en d’autres 
termes, une quantity geom^trique variable dont r soit le module, et/> 
Fargument. Posons d’ailleurs 

ji — r COR /?, y = r si n p . 

La variable 

(i) 3 = /•,.= j"-i- ji 

sera propre a repr68enter Faffixe d’un point mobile A, qui aura pour 
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coordonn6es polaires les variables reelles p, r, et pour coordonn^es 
rectangulaires les variables reelles x, y. 

Soit inaintenant 

(a) 

une autre variable imaginaire, ou, en d'autres terines, une autre quan- 
tile geomctrique variable, propre a repr6senter Taffixe d’un autre point 
mobile B qui a pour coordonn6es polaires les variables reelles P, H, et 
pour coordonnees rectangulaires les variables reelles X, V. Coinme on 
I’a dit, dans le pr^c^dent article, Z sera fonction de si le mouvement 
du point A entraine le mouvement du point B, ou, ce qui revient au 
meme, si les variables reelles A", V sont Ibnctions de variables 
reelles x, y. D'ailleurs, eerlaines propri^t^s de Z consideree comme 
Fonction de s pourront subsister uniquement pour certaines valeurs 
de ; comprises entre certaines limites, par exemple pour les valeurs 
de - propres a repr^senter les affixes de points renfermes dans une cer- 
taine aire S. Ajoutonsque les lignes droites ou courbesqui limiteront 
I’aireSseront enti^rement arbitraires. On pourra, pour fixer les idees, 
supposer I’aire S limitee ext6rieurement par un certain contour PQR 
compose de lignes droites ou courbes; et Ton pourra aussi la supposer 
comprise entre deux contours de cette espece KLM, PQB, qui lui servi- 
raient de limite int6rieure et exterieure. 

Considerons maintenant d’une maniere specialc, parmi les pro- 
prietes que les functions peuvent offrir, celle qui fait le sujet principal 
de cet article, et que I’on nomme la continuity. Pour les functions des 
variables imaginaires, comme pour les functions des variables reelles, 
cette propriety se rattache k la consideration des infiniment petits. 
Entrons a cet 6gard dans quelques details. 

Une variable imaginaire est appelke infmirnenl petite, lorsqu’elle 
converge vers la limite z^ro \Analyse algebrique, p. aSot^')]. Cela posy, 
pour que la variable imaginaire 

soil infiniment petite, ilsuffirayvidemmentque les variables ryelleso;, 

(1) CEuvres de Cftiwliy', serie 11, 1. p, ‘ii2. 
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y soienl inflniincnt petites, et, par suite, il suffira que le module 

= j- 

soil infiaiment petit. K6ciproquement, si le module r est inliniment 
petit, les variables x, y seront elles-memes inliniment petites, et, par 
suite, on pourra en dire autant de la variable imaginaire z, 

Soit rnainlenant 

line Ibnction de la variable imaginaire z, et supposons que, pour 
chaque valeur de z propre a representer I’affixe d’un point renferme 
dans I’aire S, cette function admette constamment une valrur unique 
et finie. Si, en partant d’une telle valeur de on attribue a la variable 
z un accroissement infinirnent petit la fonction elle-meme recevra 
pour accroissement la dilTerence 

/•(:-hr)- /(-), 

qui d^pendra en m6me temps de la nouvelle variable ^ et de la valeur 
de z. Gela pose, la fonction f {z) sera entre les limites assignees a la 
variable c’est-a-dire, pour toutes valeurs de z renfermees dans 
I’aire S, fonction continue de s, si, pour chacune de ces valeurs, le 
module de la dilference 

devienl infinirnent petit avec le module de s- Ef> d’autres termes, la 
fonction /{z) de la variable imaginaire z restera continue par rapport a 
cette variable entre les limites donnees^ si^ entre ces limites, un accroisse- 
rnent infinirnent petit de la variable z produit toujours un accroisse- 
ment infinirnent petit de la fonction elle-m&me. 

De plus, etant donnee une valeur particuliere de propre a repr6- 
senter I’aflixe d’un point determine A, la fonction / (j) sera dite fonc- 
tion continue de la variable imaginaire z, dansle voisinage de la valeur 
particuliere attribute d z, si elle est continue pour toutes les valeurs 
de propres k representer les aflixes de points situ6s dans I’interieur 
d’une aire meme tres petite qui renferme le point A. 
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Enfin, lorsqu’une fonction /(-) de la variable imaginaire 3 cessera 
d’fetre continue dans le voisinage d’une valeur particuliere de s, on 
dira que, pour cette valeur, elle est discontinue, et offre une solution 
de continuity. 

Ces definitions 6tant adniises, considcrons d’abord une fonction 
explicite de la variable 3, cette fonction etant exprim^e a I’aide des 
notations usuelles. Comme je I’ai reinarque dans le precedent article, 
cette fonction explicite oflVira gen6raleinent, pour chaque valeur finie 
de 3 une valeur unique completeinent determinee, et dfes lors il sera 
facile de reconnaitre, non seulement si elle est ou n’est pas continue 
entre des limites donnees, tnais encore entre quelles liinites elle reste 
continue. 

Ainsi, par exeinple, la fonction 



qui adinet pour chaque valeur particuliere de :: une valeur unique et 
finie, sera continue entre deux limites quelconques de la variable 
attendu que le module de 

sm ■ — > 

V A i 

et, par suite, le module de la difference 

y 

— sin 9. sin ^ 

decroissent ind6finiment avec le module de C. quelle que soit d’ail- 
leurs la valeur finie que Ton attribue a 

Si, en designant par c une constante reelle ou imaginaire, et par A 
un nombre constant, on envisage, sous le rapport de la continuitc les 
six fonctions simples 

(’-■{- z, r — r., cz. A'', sin 3, rose, 

on reconnaitra que chacune d’elles reste continue par rapport a 3 
entre des limites quelconques. On pourra encore en dire autant de 
toute fonction entiere de la variable 3. 



acuvres dr ('. - S, 11, I, \1\ . 
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Au contraire, une fonction rationnelle, mais non enti^re, de - 
deviendra discontinue pour les valeurs de z qui la rendront infinie. 
Ainsi, par exeujple, la fonction 

deviendra discontinue, en devenant infinie, pour 5 = 0 ; mais elle sera 
continue dans le voisinage de toute valeur finie de z dislincte de zero. 

Le nombre des valeurs de z, pour lesquelles une fonction /(z) 
devient discontinue en devenant infinie, pent ctre ou fini ou menie 
intini. Ce nombre est toujours fini lorsque / (z) se reduit k une fonc- 
tion rationnelle de z. II deviendrait iiifini si /(z) elait une fonction 
rationnelle de sin j et cos 5 . Ainsi, par excmple, la fonction 

sill 3 I 

tang:; i= . r, 

cosz I r- ' 

devient discontinue, en devenant infinie, pour toutes les valeurs de z 

comprises dans la progression arithrn^tique 

571 3n 7r TT 3t: 5n 
2 2 2 2 2 

par consequent pour une infinite de valeurs de z, propres a representer 
les affixes de points equidistants, separes les uns desautres, et situes 
sur I’axe polaire. 

11 arrive souvent qu’une fonction explicite Z de la variable 
imaginaire z devient discontinue, meme sans cesser d’etre finie, pour 
une infinite de valeurs de z propres a representer les affixes de tous les 
points situes sur certaines lignes, ou certaines portions de lignes 
droites ou courbes, que nous appellerons lignes d'arr^t. 

Ainsi, par exemple, si Ton envisage, sous le rapport de la continuite 
les deux fonctions 

i 

I-, 

la lettre caracteristique 1 indiquant un logarithme n6p6rien, on 
reconnaitra que ces deux fonctions deviennent discontinues, toutes les 
fois que les variables r^elles j, li^es a la variable imaginaire z par 
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I’equation 

verifient les conditions 



( 3 ) J’=:;0U<0, J'=0. 

Done alors, il existe une seule ligne d’arret, qui n’est autre que 
I’axe polaire, indefiniment prolong6e, ^ partir de I’origine du cote des 
abscisses negatives. 

Ainsi encore, si Ton envisage, sous le rapport de la continuitc, la 
fonction 

1(1 ^-i)-l(i-=i) 

arc “ : i 

‘2 1 


on reconnaitra qu’elle devient discontinue, toutes les fois que, dans la 
variable imaginaire r = .r+ ri, les variables .t, j verifient les condi- 
tions 


( 4 ) . .r = o, ,r- = ou>i. 

Done alors, il existe deux lignes d’arret qui se risduisent a deux 
parties distinctes de I’axe des ordonn^es, indefiniment prolonge, dans 
le sens des ordonn6es positives, a partir du point dont I’ordonn^e 
est I, et dans le sens des ordonn6es negatives, a partir du point 
dont l’ordonn6e est — i . 

Les extr^mites des lignes d’arr6t seront nommees point iVarrH : tels 
sont, par exemple, le pAle, ou, en d’autres termes, I’origine, dans la 
ligne d’arret correspondante k chacune des f'onctions 


et les deux points situes sur I’axe des ordonnfees a la distance i de 
I’origine, dans les deux lignes d’arret correspondantes a la fonction 
arc tang 

Dans les cas semblables ^ ceux que nous avons traites jusqu’ici, 
e’est-k-dire quand une fonction de la variable imaginaire s est une fonc- 
tion explicite reprksent^e par Tune des notations usuelles, il ne depend 
pas du calculateur de faire disparaitre les solutions de continuite que 
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ia fonction peut offrir. Ces solutions de continiiite soni, en eflet, une 
cons^uence immediate des conventions a I’aide desquclles on a fix6 
le sens des notations adoptees. II est done certain, comme je I’ai dit 
ailleurs (^Journal de Liouville, t. II, p. 32.3), que la nature des conven- 
tions a une influence marquee sur le caractere des fonctions considMes 
comme continues, de sorte quen passant d’un systtme de conventions d 
iin autre, on peutrendre discontinues des fonctions quietaient continues, 
et riciproquement. 

Parnii les fonctions explicites, representees a I’aide des notations 
usuelles, on doit distinguer celles qui ne cessent d’etre continues 
qu’en devenant infinies. Nous les appellerons monodromes. Une fonc- 
tion pourra d’ailleurs etre monodroine, seulement pour lesvaleursde- 
correspondantes aux points interieurs d’une certaine aire S renfermee 
dans un certain contour PQR, ou entre deux contours donnes KLM, 
PQR. Dans tous les cas, le mot inonodrome parait exj>rimer assez bien 
la propriete de la fonction que I’on considere, puisque celle-ci varie 
par degres insensibles, en acqiieranl k chaque instant une valeur 
unique, tandis que le point mobile A correspondant a I’affixe 5 court 
Qa et la, sans sortir de I’aire S, on tourne autour des points singu- 
liers correspondants k des valours infinies de la fonction. 

On peut citer, comme exemples de fonctions inonodromes, non seu- 
lement les deux fonctions 

-> taiif;;;. 


inais encore les fonctions rationnclles de de e'\ de sinv, de 
cos:?, etc. 

Ainsi qu’on vienl de I’expliquer, pour metlre en evidence la nature 
et les proprictes d’une fonction explicite Z de ia variable imaginee 
il est surtout necessaire d’avoir ^gard aux diverses positions que peut 
prendre le point mobile A qui a - pour affixe. Parlous maintenant des 
positions que peut prendre le point mobile B dont I’affixe est Z. 
Tandis que le point parcourra en tous sens le plan des affixes, le 
point B pourra d6crire ou ce plan tout entier, ou seulement une por- 
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lion de ce meme plan. Dans Ic dernier cas, la portion decrite sera ce 
que nous nommerons la region correspondante a la fonction explicite 
et les iignes droites ou courbes qui serviront de liinites k cette region, 
seront appelees Iignes terminales. Ces Iignes terininales correspon- 
dront evidemment aux Iignes d’arret, de telle sorte qu’au moment oti 
le point mobile A dont z est I’affixe atteindra une ligne d’arret, le 
point mobile B dont 7, est I’aftixe atteindra une ligne terminate. 

Si Ton considere, par exemple, la fonction explicite 

1 


on reconnaiira, non seulement (jue cette fonction devient discontinue 
an moment oil le point mobile A atteint lu ligne d’arr6t representee 
par la formule (3), e’est-a-dire I’axe des x, indefiniment prolonge k 
partir du pdle du c6t6 des .r negatives, mais encore que les valeurs 
diverses de cette fonction explicite sont les affixes de points situes du 
cote des x positives, et qu’en consequence cette fonction repr^sente 
I’affixe d’un point mobile B compris dans une region speciale, savoir, 
dans la partie du plan des xy qui, s’etendant a I’inlini du c6te des x 
positives, a pour ligne terminate I’axe des ordonnees. 

j. 

Si k la fonction j'on substituait la snivante : 


1 ;. 


qui devient encore discontinue au moment oii le plan mobile A 
rencontre I’axe des x, du edte des x negatives, la region parcourue par 
le point mobile B, ou, en d’autres termes, la region correspondante a 
la fonction 1 cesserait de s’etendre a I’infini du cdi6 des x positives, 
et se reduirait a la portion du plan des affixes, comprise entredeux 
terminales parall^les a I’axe des y et situees de part et d’autre de cet 
axe a la distance ti. 

Bnfin, si Ton considerait la fonction 
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qui devient discontinue au moment ou le point mobile A rencontre 
I’axe des a une distance du pole egale ou sup^rieure a I’unite, la 
region parcourue par le point mobile B, c’esf-a-dire, en d’autres 
termes, la region correspondante k la fonction arc tangs, se r6duirait 
a la portion du plan des affixes comprise entre deux lignes terminales 
parall^les ft I’axe des y et situees de part et d’autre de cet axe ft la 

distance - • 

2 

II arrive souvent que deux functions explicites d’une variable 
imaginaire z sont egales entre ellcs pour certaines valeurs de cette 
variable, et inegales pour d’autres valeurs. Ainsi, par exemple, si c 
represente une valeur particuliere de la variable s, les deux fonctions 
explicites 



seront egales entre elles, quand les arguments principaux de c et de s 
fourniront une somme comprise entre les limites — + r,. On ne 

doit done pas s’titonner de voir correspondre a ces deux fonctions des 
lignes terminales distinctes, et a ces lignes terminales des lignes 
d’arret distinctes. Si, pour Axer les id6es, on nomme cj I’argument 
principal de la constante c, el si cet argument est positif, alors, pour 
obtenir la ligne terminale et la ligne d’arret correspondante k la fonc- 
lion 



il siifAra de faire tourner autour du p6le la ligne terminale et la ligne 

d’arrfit correspondantes ^ la fonction en imprimant a ces dernieres 
lignes un mouvement de rotation direct, de telle sorte que le rayon 
vecteur mene de I’origine ft un de leurs points d^crive un angle egal 
a tn. 

Supposons a present que Ton considere non plus une fonction 
explicite, mais une fonction implicite Z de la variable imaginaire 5 . 
Cette fonction pourra etre d6terminee, ou isolement par une Equation 
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unique, ou avec d’autres functions implicites, par un systeme d’^qua- 
tions dont le notnbre devra Mre 6gal k celui des functions elles-memes. 
Dans Tun et I’autre cas, Z admettra, pour chaque valeur de z, une ou 
plusieurs valeurs qui pourront devenir ou infinies, ou 6gales entre 
elles, pour certaines valeurs particulieres de la variable Les points 
dont ces valeurs particulieres de z seront les affixes prendront le nom 
de points singuliers. 

Soient maintenant 

*»/// 

(liverscs valeurs successivement attribuees a la variable imaginaire 
et 

7 7 7 

^irn • ♦ • 

des valeurs correspondantes d’urie fonction explicite ou implicite Z,, en 
sorte que Z, disigne une des valeurs de Z correspondantes h la 
valeur s, de 5 ; /„ une des valeurs de Z correspondantes a la valeur z, 
de et ainsi de suite. Soient d’ailleurs 

A,, A„, A,„, . . . 

les points qui ont pour affixes les quantit^s g^oin^triques 
et soient encore 

R„ R„, R„„ ... 

les points qui ont pour affixes les quantit^s geometriques 

z, z„, z 

Enfin concevons que, le nombre des points A„ A„, A,„ . . ., devenant 
infini, leur systeme se r6duise k une courbe continue A, A„ A,„ . . 
decrite par un point mobile A correspondant a une affixe variable 
Le systeme des points B„ B„, B„„ . . . pourra, dans certains cas, e’est- 
a-dire, pour certaines formes de la fonction Z, ou des Equations qui la 
determinent, et pour certaines formes de la courbe continue A, A, A,„ . . . , 
se reduire lui-meme a une courbe continue BB,B„ . . . , decrite par un 
point mobile B correspondant k une affixe variable z. Alors la courbe 



1\1 EM ()1 R E 


384. 

continue A, A„ A„, . . . sera ce que nous nommerons le chemin{') du 
point A, et la courbe continue B, B„ B,„ . . . sera le chernin correspon- 
dant du point B. 

La nature d’une I'onction iinplicite Z, c’est-a-dire, en d’autres tenues, 
la nature de I’equation ou des equations qui d^terminent /, peut etre 
telle, qu’a une courbe continue A,A„ A„, . . . , consid6r6e comme chemin 
du point mobile A, corresponde toujours une autre courbe continue 
B,B„B,» • • •» propre a representer le chemin du point mobile B, quelle 
que soit d’ailleurs, parmi les valeurs de Z correspondantes a z — 
celle que Ton prendra pour I’affixe Z, du point B,. II peut arriver aussi 
que cette condition, 6tant generalement rcmplie, cesse de I’elre dans 
le seui cas oii les affixes de quelques-uns des points B,, B,„ B,„, . . . 
deviennent infinies, et ou, par suite, la courbe B,B„B„, . . . se trouve 
remplacee par le systi;me de plusieurs courbes dont chacune reste 
continue, mais s’etend a I’infini. Dans Tune et I’autre hypothese, si le 
chemin A,A„A„, . . . du point mobile A ne renferme aucun point singu- 
lier, le chemin correspondant B,B„B,„ du point mobile B, partant d’une 
position donn6e B,, dans laquelle il avait pour aflixe la valeur Z, de Z, 
sera toujours une courbe continue ; et alors, ce dernier chemin n’etant 
jamais interrompu, n’ofl'rant aucune solution de continuite, la fonc- 
tion Z sera dite wodique (de pen'ius] vjooit., facilis via). 

Ajontons qu’une fonction implicite Z de la variable imaginaire 
sera evodique seulement entre ccrtaines limites, c’est-a-dire pour les 
valeurs de z propres a representer les affixes de points situes dans 
I’interieur d’une certainc aire S, si la condition ci-dessus enoncee ne 
se verilie que dans le cas oil le chemin A,A„A,„ . . . du point mobile A 
est une courbe continue renfermce tout entiere dans I’interieur de 
I’aire S. 

Concevons a present que Ton parvienne 4 rdsoudre I’equation ou les 


(’) Le nom de chemin, applique a la courbe que d^cril le point A, a et(5, si je 
ne me irompe, employe pour la premiere fois par M. Huiseux, dans un remar- 
quable Memoire qui a pour litre : Recherches sur les fonctions algebriques. 
( Voir M. Liouville, Journal de Mathemaliques, t. XV , p. 3y6.) 
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equations qui servent a determiner une fonction implicite / de la 
variable itnaginaire r, et a exprimer les diverses valeurs decette fonc- 
tion <t I’aide des notations usuelles. t^les diverses valeurs deviendront 
des fonctions explicites d(‘ et chacune des fonctions ex[)lieites ainsi 
obtenues adniettra generalement, pour chaque valeur finie de une 
valeur unique completernent determinee. Mais ces inemes fonctions 
pourront devenir discontinues pour des valeurs particulieres de qui 
les rendrorit intinies; cotnme aussi pour des valeurs de - propres a 
representer des affixes de points situes sur certaines lignes que nous 
avons app(ilees hgnc.s d'amU. D'ailleurs, a ces ligues d’arret dont 
chacune limile la course du point mobile A, a rinstanl ou Tune des 
fouelions explicites ci-dessus mentionnees cessent d’etre continue, 
correspondront d’autres lignes que nous avons appelees h'gni’x trr- 
iiunaies, et qui liiniteront, dans les menies eireonstances, la course 
du point meddle H. 

Cela [)Ose, consideroiis specialement le (^as oii la fonction implicite / 
estdu nombre de celles (luo nousavons nommeesfonclions evodiques; 
et soit, dans cette hypothese, A,A„A,„... une courbe continue (jui 
represente un chemin attribue au pednt mobile A dont I'aflixe est ; ; 

soit encore le cbcniin correspondant que devra prendre le 

|)oint mobile H, dont I’aflixe est /, en partantd’une position donnee B,, 

dont I’aflixe est une valeur particuliere de X. Le chemin B,B„B se 

reduira lui-mome soit a une seule courbe continue, soit au sysleme de 
deu X ou de pinsieurs courhes continues qui [)ourTont olirirdes parlies 
conununes. II se reduira en‘ec(ivement a une seule courbe continue, si 
le chemin A,A„A„ . .. ne mniennQ atiniri poinf singuUcr, Mais cede 
courbe unique sera reinplacee par le syslcuno de deux ou [)lusieurs 

courbes qui s’elendroiil a rinfiui, si le chemin A, A,A„ renfermedes 

points singuliers dont les affixes fournissent des valeurs infinies de /, 
et la courbe ou les courbes dont il s’agit se ramifi(‘ront lonjoiirs ii 
partir de points singuliers qui correspondraient k des valeurs de 
pour lesquellesdeux ou plusieurs des valeurs de la fonction implicite / 
deviendraient egales entre elles. Ajoulons que, dans la premiere hypo- 
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th^se, c’est-a-dire quand le chemin A,A„A„,... ne renfermera aucun 
point singulier, I’affixe Z du point mobile B, dont le chemin •• 

sera une seule courbe continue, pourra 6tre represent^e tantot 
par une function explicite de 3 , tantot par une autre, attendu que 
chacune des functions explicites qui exprimeront les diverses valeurs 
de Z devra ^tre remplac6e par une autre fonctioii explicite a partir de 
I’instant oii le point mobile B, apres avoir en la premiere fonction 
pour affixe, atteindra une ligne terminale correspondante a cette meme 
fonction. On doit en conclure que, dans le cas oil une fonction 
evodique Z admet diverses valeurs, les diverses functions explicites 
propres a les representer correspondent, dans le plan des affixes, a 
diverses regions separecs les unes des autres par certaines lignes 
terminates . D’ailleurs, an moment on le point B, dont I’affixe est Z, 
atteindra une de ces lignes terminales, le point A, dont I’affixe est z, 
atteindra une ligne d'arret correspondante. 

Verifions ces remarques sur quelques exemples, et d'abord suppo- 
sons la fonction implicite 

Z=/?/.= I h- > I. 
liee a la variable imaginaire • 

: - r,,-- .T-hji, 

par I’equation 

( 5 ) Z^=z. 

La resolution de cette Equation fournira pour valeurs de Z deux func- 
tions explicites de z, donnees par les formules 

( 0 ) Z=zi 

( 7 ) Z=-zK 

Ces deux fonctions explicites deviendront ^gales entre elles, et s’6va- 
nouiront toutes deux pour une valeur nulle de la variable z; par con- 
sequent, le point dont I’affixe est nulle, c’est-a-dire le pole, sera un 
point singutier. D’ailleurs, chacune des fonctions explicites 


I 
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quoique generalement continue, deviendra discontinue .pour toute 

valeur reelle, mais negative de attendu que si, en attribuant a a; une 

valeur negative — r, on fait converger / vers la limite zero, la fonc- 
1 .1 
tion convergera elle-meme vers la limite r“i, quand .r sera suppose 

1 

positif, et vers la limite — r'i, qiiand j sera suppose negatif. En 

, . i i 

d’autres termes, chacune des fonctions explicites v', — deviendra 
discontinue pour toute valeur de - propre a representer I’affixe d’un 
point situe sur I’axe des a;, du cdte des .r negatives, et par consequent 
sur la /i»-ne d'arret qui, representee par les formules (3), a i»our 
extremite I’origine. De plus, a cette ligne d’arret qui limite la course 

.It 

du point mobile A a I’instant oil Tune des fonctions cesse 

d’etre continue, correspondra une ligne terminale qui limitcra au 
meme instant la course du point mobile B; et cette derniere ligne, qui 
sera prccisement I’axe des ordonnees, separera I’une de I’autre, dans 
le plan des affixes, les deux regions qui seront occupees Tune par les 
points dont les affixes seront les diverses valeurs de la fonction 

explicitc faulre par les points dont les affixes seront les diverses 

1 

valeurs de la fontdion explicite — . Enfin la fonction implicite /, 

liee a la variable imaginaire - par I’equation (3), sera certainement 
evodique. Car, si Ton exprime / non plus en fonction de la variable 
mais en fonction du module r et de Tangle p, lies ii s par la forrnule 

( 8 ) 

on obtiendra T^uation 

(9) Z = 

dans laquelle il suffira de faire varier p entre les limites — x, +oo, 
ou meme entre les limites — ‘it., + 2 r,, pour que le second membre 
devienne propre a representer une valeur quelconque de Z. Or, si, en 
partant d’une certaine position correspondante a des valeurs determi- 
nees de r et p, le point mobile A, dont Taffixe est d6crit une courbe 
continue A,A„A on pourra satisfaire a la forrnule {S) par des 
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valeiirs de ;• et. i> (jui varieronl. avec - par degres insensibles ; el a ces 
valours do r, p nipondra evidemmeni, en ver(u de la formule (9), uno 
valour do la fonclion implioito /, qui variera elle-tnemo par degros 
insoiisiblos avoc la variablo Done alors le poini mobile B, dont / sera 

I’affixe, docrira, c.omine lo poiiil A, uiie courbo conliiiiio B,B„B„ 

En resume, la fonction implioito X, lice a r par I’oquation (T)), est 
line fonction ovodiquo (jui, pour ohaquo valour do a«;(|iiiorl doux 
valours distinctes; ot cos deux valours peuvont ofro, roduites aux doux 
fonotions oxplicilos 


doni chaouno d(!vionl discumtinuo, en devenani I'aflixo d'un point 
situe sur I'axe des ordonnoos, au momoni oil la variablo :■ devioni olio- 
memo I'aflixo d’un |»oinl situe sur raxedosa-, du cote desa negatives. Eu 
consequence, la parlie do Taxi' des abscisses, sur laquelle sc comptent 
les absi'isses nogativos, I'l I’axe des ordonnees, sont la ligno d’arrel ot 
la ligno lorminalo qui sorvent a limiter simultiinement la course du 
point A, dont I’aflixo e>t la variable o( la coursi' du point B, dont 

_l 

Taffixe c^t ruuo (l(‘s fonclions oxplicilos z' , Do oos deux lignes, 

la socoiid(‘, c’ost-ii-dire Taxo des ordoiinoes, (‘st pr^Mdseiiieiil colie (|iii 
separe rune de Tautro los regions occupees par les points donI les 

j i 

aflixes soul de la forme et de la forme — . 

Si ii re(|iia(ion { ’2) on suhsliliiait la suivaiile : 

i I (I ) X- i I . 

la fonction iin|»licite / serail encore nne fonclion evodi(|ne (|ui, pour 
chaque valour do z, olfrirait gcnoralemoiit deux valours distinctes, 
ces doux valeurs etaut les functions expliciles delorminoos par les 
for mu les 

(11) (I z-y^. 

(i'^) Z-- (i 

D’aillours, ehacune de ces fonctions explieitos deviont discontinue au 
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moment oil 5 devieril I’affixed’un point situe siirl’axedes kune dis- 
tance de I’origine plus grande que I’unite, et, a ce moment, chacune des 
formules (ii), (12) fournit deux valeurs de Z egales aux signes pres, 
mais affecfees de signes coiitraires, <|ui representent les affixes dc 
deux points situes sur I’axe des ordonnees. Done, dans le cas present, 
les deux valeurs de /, determinees par les formules(i 1), (i.> ), corres- 
pondent encore a deux regions separees Tune de I’autre par I’axe des 
ordonnees; et a <;et axe, considere comme ligne terminale, corres- 
pondent deux lignes d’arr(H representees par les formules 

(l 3 ) ./•- ziz (HI > 1 , 

Ajoutons(jue les extremites de ces deux lignes d’arret sont precisement 
les deux points d’arret dont les c.oordonnees sont f'ouriiies par les 
equations 

I'i'i) ./-m, 

e’est-a-dire les deux points situes sur I’axe des abscisses, a la distance i 
de I’origine. 

Si a I’equation (10) on subslituait la suivante : 

(if)) /-( I ) 1 . 

la fonction iinplicite '/. serait encore une fonction evndique qui, pour 
chaque valour de z, oll'rirait deux valeurs dislinctes, ces valeurs etant 
les fonctions oxplicites determinees par les formules 

(16) / ( 1 ; 

I 

(17) Zr ; ( i , r - . 

Alors aussi a ces deux fonctions oxplicites correspondraient encore 
deux regions, separees Tune de I'autre par I’axe des ordonnees; mais 
ces deux fonctions deviendraient discontinues au moment on ; serait 
I’affixe d’un point situe sur I’axe des .r, a une distance de I’origine 
plus petite que I’unile. Done alors, k I’axe des ordonnees, considere 
conaine ligne terminale, correspondrait une seiile ligne d’arret, 
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representee par les formules 

(f8) .r-™ on <C > » = 

Ajoutons que les extremit^s de cette ligne d’arr^t seraient encore les 
deux points d’arret dont les coordonnees sonl fournies par les equa- 
tions (i 4 )' Mais les valeurs de Z, correspondantes a ces points d’arret, 
sont nulles quand on part de I’^quation (lo), etinfinies quand on part 
de I’equation (i 5 ). 

Entin, si Ton supposait la 1 ‘onction implicite Z liee a la variable 
imaginaire s par I’cquation 

(19) (-^=2, 

Z offrirait, pour chaque valeur de z, une infinite de valeurs distinctes, 
repr^sentees par les fonctions explicites qui constituent les divers 
termes de la progression arithm^tique 

(•!o) — 4TCi-+-lj. -- 'iTti I I:, 47^'-+- 1- 

D’ailleurs, en verfu de la forniule (19), Z serait encore une fonction 
evodique de Car si Ton exprime Z, non plus en fonction de z, mais 
en fonction du module ;• et de I'angie p lies a i par la forinule (8), on 
ohtiendra I’^quation 

(■’-l) Z=rl(/-) (-/M, 

dans laquelle il suffira de faire varier entre les liinites — x, + x, 
pour que le second membre devienne propre a representer une valour 
quelconque de Z. Or, si en partant d’une certaine position correspon- 
dante a des valeurs d6terminees de /• et p, le point A, dont I’affixe 
est;, decrit une courbe continue A, A„A„,. , on pourra satisfaire a la 
formule (8) en attribuant a r et p des valeurs qui varient avec z par 
degres insensibles; et k ces valeurs de r, p repondra evidemment, en 
vertu de la formule (21), une valeur de la fonction implicite Z, qui 
variera elle-meme, par degres insensibles, avec la variable z, si la 
courbe A,A„A„,... ne renferme pas le point d’arr^t dont I’affixe se 
reduit a z6ro, e’est-k-dire Torigine des coordonnees. 

D’autre part, ebacune des fonctions explicites qui constituent les 
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divers termes de la serie ( 20 ) deviendra discontinue au moment ou z 
deviendra Paffixe d’un point situ 6 sur la ligned’arrMquerepresentent 
les formules (3), e’est-a-dire d’un point situe sur I’axe des x, du cote 
des X negatives; et a ce moment, ces fonctions elles-memes devien- 
dront les affixes de points silues sur des lignes terminales qui se 
reduiront k des droites 6 quidistantes et parallcles a I’axe des x, la 
distance de deux droites voisines 6 tant 6 gale k ‘j.z. 

Done, en definitive, la fonction Z, liee k z par r 6 quation ( 19 ), sera 
line fonction 6 vodique qui, pour chaque valeur de z, offrira une infinite 
de valours distinctes correspondantes k une infinite de regions dont 
chacune sera comprise entre deux des droites paralieles que nous 
venons de mentionner, 

11 importe d’observer que, dans le cas oii a une meme valeur de la 
variable imaginaire - correspondent diverses valeurs de la fonction 
iinplicite Z, ces diverses valeurs, exprimecs a I’aide des notations 
usuelles, et ainsi converties en fonctions explicites, peuvenf generale- 
ment reviHir une infinite de formes distinctes. D’ailleurs, si Ton com- 
pare I’un a I’autre deux systeines de fonctions explicites dont chacun 
est propre a representer les diverses valeurs de Z, on reconnaitra que 
ces fonctions, prises deux a deux, peuvent coincider entre certaines 
lirnites, sans ctre generalemcnt egales entre elles; et qu’a deux sem- 
blables systeines de fonctions explicites correspondent, pour I’ordinaire 
deux systeines de lignes d’arret et deux systeines de lignes terminales. 

Ainsi, par exemple, si la fonction iinplicite Z est li^e a la variable 
imaginaire z par I’equation (5), les deux valeurs qii’admettra cette 
fonction pourront ^tre supposees deterininees non seulement par les 
formules (tl) et (j), mais encore par une infinite d’autres formules. 
et en particulier par les suivantes : 



c d^signant une constante quelconque reelle ou imaginaire. 
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D’ailleurs, d'apres nne remarque precedefiiment si Ton nomme 
nr rargument principal de la constanle c supposee irnaginaire, il 
sufTira, pour obtenir la ligne d’arr^t et la ligne terminale correspon- 
dantes aux fonctions explicites que determincnt les fbrmules (^52), (23), 
de faire lourner autour du pole la ligne d’arref et la ligne terminale 
correspondantes aux fonctionsque deteriiiinent b^s formules((>)et(7), 
f'n imprimanf a ces dernieres lign(‘s un mouvemen! de rotation direct 
si uj est positif*, ou retrograde si rrr est n^gatil*, de t(dle sorte que le 
rayon vecteur, mene de Toriginc a un de lenrs points, deceive un angle 
egal a ct. 

II est bon d’observer qu’a une Ibnclion implicite Z, determinee par 
line equation unique ou par un systeme d’equations simultanees, 
correspond un systeme unique de points singtiliers, par consequent 
un systeme unique de points d'arret servant d’extreniites aux lignes 
(barret, quelles (]ue soient d’ailleurs ces dernieres lignes. Ainsi, par 
exernple, a la fonctiou implicite Z, determinee par re(|uation ( 0), 
correspond un soul point d’arret (jui coincide avec Torigine, et dont 
raffixe est la valeur o de z, pour laquelle les deux valours de Z, fournies 
par les formub's ( () ) et ( 7 ), ou par les formules ( 22) (‘( (23 ), deviennent 
egales entre ellcs. 



MKMOIKE sun LES DIKFEIJEN I lELLES 


DR 

aiANTlTfiS ALGEBRIQUES Oil GEOMETRIQUES 

KT sun 

LES DERIVEES DES FONCTIONS DE CES QIIANTITES 


Dims 1(‘ Mcmoire xiir !' Analyse injiniUsiinale ('), place en tOte du 
troisiomc volume de cet oiivrage. sont exposes les principes qui me 
paraissenl devoir servir de base au ealcul dillerenliel. Jevais indiquer 
aujoiird’hui les conscqtiences qui se deduisenf de ces principes, 
quand a la notion de variables imagiiiaires on siibslitue celles de 
quantiles geometriques variables. 


1. — Sur les differentielles de quantiles algehriques ou geometriques. 

En subslituant, dans le Memoire sur I’Analyse infinitesimale, les 
mots quantiles geometriques aux mots expressions imaginaires, on 
obtieiit a la place des definitions et I'ormules donnees dans ce M6moire, 
celles que je vais Iranscrire : 

Les diff'erentielles de plusieurs quantitis algebriques ou geometriques 
rariables sont d'autres quantites algibriques ou giometriques dont les 
rapports semt rigoureusement egaux aux limites des rapports entre les 
accroissements simultani’s et injiniment petits des variables proposees . 

La ddfinilionprecedente suppose evidemment qu’eii vertu des equa- 
tions qui lient entre elles les quantiles algebriques ou g6om6triques 
dont il s’agit, ces quantites variant les unes avec les autres par degris 

(’) Gim'i'f's dc Cauchy, s6rit* li, t. XHl, p. 9. 
iiCuvres S. 11, 1 . \IN . 
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insensibles, ou, en d’autres fermfts, que ces quantiles, considerees 
cotnmo fonctions de quelques-unes d’entre elles, en sont des fonctions 
continues, du inoins dans le voisinage des valeurs attribuees aux 
variables consid6r6es comme ind6pendanles. 

Nous indiquerons, suivant I’usage, les accroissements simultan^s 
linis ou inliniment petits des variables, a I’aide de la lettre caracle- 
ristique A, et leurs differentielles a I’aide de la lettre caract^ristiqued. 

II importe d’observer que, dans le cas meme ou chacnn des rapports 
entre les accroissements infiniment petits des variables proposees 
converge vers une limite unique et finie, la definition precedente ne 
determine pas completenient les differentielles de ces variables, mais 
seulement les rapports qui existent entre ces differentielles. Onpourra 
done toujours disposer arbitrairement, an moins de la differentielle 
d’line variable. 

D’ailleurs, la differentielle ou les differentielles qui resteront arbi- 
traires, pourront etre supposees ou constantes ou variables, et, dans 
le dernier cas, il suffirait de les faire converger vers la limite zero pour 
les transformer, avec les autres differentielles, en quantiles infini- 
ment petiles. Mais cette transformation n’offrirait aucun avantage. et 
tout au contraire, il peut etre souvent utile d’attribuer aux dilferen- 
tielles des valeurs finies. En consequence, nous continuerons a regar- 
der les differentielles comme des quantit^s finies, ainsi que nous 
I’avons fait dans le Memoire deja cite. 

De plus, nous attribuerons aux quantiles diverses, comme il parait 
convenable de le faire, des diflerentielles de meme nature que leurs 
accroissements. En consequence, les differentielles de quantiles 
algebriques seront des quantiles algebriques, et les differentielles de 
quantites geometriques seront des quantiles g^ometriques. 

Enfin, comme dans le Memoire cit6, nous appellerons variable pri- 
rnitu'e une quantile algebrique variable qui aura pour differentielle 
runitfi. Cette variable primitive pourra d’ailleurs etre ou Tune des 
variables ind^pendantes proposees, ou une variable nouvelle avec 
laquelle on fera varier foutes les autres. 
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La consideration de la variable primitive simplifle I’enonce de la defi- 
nition que nous avons donnee des differentielles. En efTet, soient t la 
variable primitive, et A< = i un accroissementinflniment petit attribue 
c» cette variable. La differcntielle df d’une variable quelconque s sera 
cvidemment la limite du rapport entre les accroissements injiniment 
petits As et i de cette variable et de la variable primitive. 

En partant de cette definition, on etablira sans peine, comme dans 
le Memoire cite, les regies relatives a la difierenliaiion des quantiles 
soit algebriques, soil geometriques. 

Ainsi, par excmple, a, b, c designant des quantiles algebriques ou 
geometriques constantes, et s, u, c, tr, . . . des quanlites algebriques 
011 geometriques variables, I’equation lin^aire 

(0 f ~ (III /)f -r CH’ -t- . . . 

entrainera la ibrmule 

('>■) d,? = ad//- di- I rdtr n .... 

En consequence, Tequation liniaire 

( 3 ) c — .r-4- j>'i, 

qui sert a exprimer I’affixe z d’un point mobile i\ en function des 
coordonnees rectangulaires .r, y de ce memo point, entrainera la for- 
mule 

( i ) d: = d.j' -t- i dy. 

Concevons maintenant que, a-, v, . etant des variables depen- 
dantes ou independantes les unes des autres, on nomme^ une fonclion 
(le ces variables. D^signons d’ailleurs, a I’aide des notations 

d., .9, d^,9, d-.9, 

les diffirentielles partielles de s successivement considere comme 

fonction de a?, comme fonction de comme fonction de Alors, 

en raisonnant comme dans le volume III |p. 27 et 28 (’)], on obtiendra (*) 


(*) G^u^res de Cduchy, s^ric U, t. Xdl, p, 3i ct sui\. 
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la formule 

( 5 ) H.v “ (i., .9 -h d ^ -f- d : -h . . . , 

en verlu dc laquello la differrnticUr totalc d.v sera la somme des difl'e- 
rentielles parlielles d,.v, d,.v, d^j 


II. - Siir tes t/crit'res des fonctions de (junnlites al^ehriques. 

SoienI ,r une qiiantite algehrique variable, on, en d’aulres termes, 
line variable reelle, et 

I ^ j\., ) 

line fonction reelle on imagiiiaire de cette variable. Soient encore A.r un 
accroissement fini on intininienl petit allribiie ii la variable et A.V 
I’accroissenient correspondant (|ue prendra la fonction A'. Si I’on 
assigne ii x une valeiir lelle (|ue, dans le voisinage de cette valeur de x, 
la fonction Adeineiire linie et continue, alors ii une valeur iniinimcnt 
petite de raccroisseinent Ax correspondra une valeur infiniment 
petite de raccroisscinoiit AA; niais tandis que lesdeiix accroissements 
A,r, AA' s’approclieronl indenniinent I’un et I’autre de la limite zero, 

leiir rapport ^ s’approcbcra lui-mcme, pour I'ordinaire, d’une 

limite linie et deterininee, qui pourra ctre linie ou inlinie. (ielte limite 
estceqiie Ton nomine la devisee de la fonction .V ou /(x). On la repre- 
sente a I’aide de la lettre oaracteristique 1), par la notation ( ' ) 

I ) . I <M1 I ) / (./ ), 

on, encore niieux, par la notation 

dans laquelle la lettre x, placee au bas de la lettre caracteristique D, 
averfit le lecteur qu’il s’agit d’une derivee prise par rapport a la 
variable x. Ajoutons que la derivee de A, relative a x, sc confond 


(’) Suivant la notation de Laj,Tang(\ la d6ri\6o dc la fonction .V on /’(.r) s’indique a 
Taide d’un trait par 




ou 
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evideinmenl, d’apres sa defitiiJioii meme, aveo le rapport diff^rentiel, 

de X a X, c’est-ii-dire avec le rapport ^ des diirerentielles dX', dx. On 
a done identiquement 

(.) 

et 

(0 i\] -\), \ ilr. 

Co nee von s, [)()nr fixer les i(lees,qiie la fonetion leelle on nnaginaire X 
de la variable r(Mdl(‘ ./• soil Tune de eelles qui peiivenf (Mre exprirnees a 
1 aide des nolations nsuelles. Sa derivee sera, poiir I’oi’dinaire, nne 
quantite eornpleteinenf delerinin('*e. Toulefois, elle ponrra cesser 
d’etre determinee, et acquerir deux on trois valeurs distinctes, on 
menie une infinite <le valeurs diverses, pour cerlaines valeurs particii- 
lieres assii’uees a la variable a\ Ainsi, par exernple, si Ton })ose 

I ' 

I - .f sin ~ j 
./ 

la derivee de X deviendra indelerininee pour x ~ o, et acquerra dans 

cetl(‘ liypolli»‘se, uiie valeur egale a e.elle de la fonetion sin j', |)ar coiis6- 

(|ueiil, repiM^enlee par nne ([nanlite retdli* comprise enire les 
limites — t, -hi. 

III! general, on pent dire que, parnii les fonctions d’une varialde 
reelle, les lines sont coinpletement determinees, landis que les antres 
cessent de I’etre, au moins pour certaiiies valeurs partieulieres de la 
variable. 

(mnee vons main tenant que, .r, v, etant des iiuaiitites alge- 

hriques variables, dependantes on independantes les lines des autres, 
on nomine .v une fonetion reelle ou imaginaire de ees variables. H^si- 
gnons d’ailleurs, a I’aide des notations 

les derivees partielles de .v siiccessiveiiient eonsideree coinme function 
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(l.v m (1 , -h (I , .V -h d-.? 4- . . . . 

en verlu dc laquell(‘ la (iiJferenUeUe totale d.v sera la somine des difle- 
rentielles partielles d. s, d,.v, d-^, 


II. Sur Irs (lrri\'(‘es des fonclions de quantiles al^ehriques. 

SoienI x une (juantite algebrique variable, on, en d’aulres termes, 
uin^ variable reelle, et 

I /(./ ) 

line Ibnction reidle on iinaginaire d(‘ cette variable. Soient encore A^r un 
accroissement fini on intininienl petit allribue a la variable o", et AA 
raccroisseinent correspondani (jiie prendra la fonction A\ Si Ton 
assigne a x une valeur lelle que, dans le voisinage de cette valeiir de x, 
la fonction A^ denunire linie et continue, alors a une valeur infiniinent 
petite de raccroissemiuit \x correspondra une valeur infiniment 
petite de raccroisseinent AA'; inais tandis que lesdeux accroissements 
A.r, AA' s'approcberont indenniinenl Tun et Tautre de la limite zero, 

lenr rapport s’approchera lui-ineine, pour Tordinaire, d’une 

limite linie et delerniinee, (jui pourra etre linie ou inliiiie. (lelle limite 
estceque Ton noinme la deri^ee de la fonction A ou /(a;). On la repre- 
sente a Taide d(‘ la lettre caracteristiqiie D, par la notation ( ' ) 

I ) . I I ^ / (•/ ), 

ou, encore niieux, parly notation 

I )., I OU 1) , y (./ ), 

dans laquelle la lettre x, placee au bas de la lettre caracteristiqiie I), 
avertit le lecteur ijn’il s’agit d’une derivee prise par rapport a la 
variable Ajoutons que la derivee de A, relative a x^ se confond 


>) Suivanl In nolalioii de Lagraii^M*, la derivtn* tie la fonction .V ou /( j’) s’indiqiie a 


i’aide d’nii trail par 


X\ 
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evidemrnenl, d’apres sa deriiiition meine, avec le rapport diff^rentiel^ 

de X a c’esl-a-dire avec le rapport ^ des dilTerentielles dX, (\x. On 
a done identiquernent 



et 

(>) d I - I). 1 ilr. 

Ooncevoiis, pour lixei* los i(lees,que la ronetion I'celle on irnaginaire X 
de la variable reell(‘.;‘ soil rune de celles qni peiivenl eire expriiuees a 
I’aide des notations usuelles. Sa derivee sera, pour I’ordinaire, line 
quantile eonipletement delerminee. Toutefois, (die pourra resser 
d’etre delerminee, et acquerir deux ou trois valeurs distinetes, on 
meine une infinite de valeurs diverses, pour (‘erlaines valeurs j)articu- 
lieres assignees a la variable, r. Ainsi, par exem|)le, si I’on pose 

I • ' 

I := ./• SMI — > 

la derivee de X deviendra indidenninee pour x m o, et aiujiierra dans 
cette hypolhese, une valeur egale a celle de la fondion sin parcons6- 

(juenl, representee par une <|uantile re(dl(‘ cornprisi* entre les 
liiniles — i , -hi. 

En general, ou pent dire (|ue, parmi les toindioris d’line variable 
reelle, les lines sont (uiiiipletement del(‘rminees, tandis que les autres 
cessent de Tetri*, an moiiis pour e(*rtaines valeurs partieulieres de la 
varialile. 

Toncovons inaintenant que, x, v, etant des quantites alge- 

briques variables, dependantes ou independantes les unes des autres, 
on nomme .v une ronetion reelle ou iinaginain* de ees variables. Desi- 
gnons d’ailleurs, a Taide des notations 

h,.?, I),. 9. 


les diirivees partielles de .v siiccessiveinenl eonsideree comnie fonction 
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de X, comme fonction dej, comme fonction de .... Alors, en rai- 
sonnant comme dans le volume III [p. 27, 28 et 290], on 6tablira 
non seulement la forraule (5) du paragraphe I, savoir 

ds — d ^.1 - 4 - d, d.-.? -H . . . , 

mais encore les equations 

(3) d., .? = I d./-, d, .? = 1>, s d_)% d,-.? = D-«d3, .... 

Cl Ton en conclura 

(/!i) d.? = I>, .V d./' -h I>, dj) H- D-.? d: - 4 - . . . . 

II est gen6ralement facile d’obtenir les deriv6es, el par suite les 
difi'erentielles des fonctions relies ou imaginaires de quantiles alg6- 
briques, quand ces fonctions sont exprimees a I’aide des notations 
usuelles. 

Supposons, en particulier, que Ton demande la quantity g6o- 
metrique i,„ consider6c comme fonction de I’argument p, el, pour 
abr6ger, designons par la lettre ro un accroissement infiniment petit 
Ap attribue a cel argument. La d6riv6e cherch6e sera la limite du 
rapport 


elle sera done egale au produit de i,, par quantile geom^trique qui 
repr^sentera la limite du rapport 


D’ailleurs, dans le cercle d6crit du pAle comme centre avec le rayon 1, 
ni sera la mesure de I’arc compris enlre les deux rayons qui, parlant 
du pole, seront reprtsentis par des quantit6s g^ometriques i, et 
la dillerence — i de ces deux quantiles reprdsentera, en grandeur 
comme en direction, la corde de ce m6me arc. Par suite, I’expres- 


Cluwres de Caiwhy^ sorio ll, t. XIII, p. 3i (‘I s\m , 
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sion (6) aura pour module le rapport niimerique de cette cordek I’arc 
et, pour argument I’angle obtus forme par la meme corde avec I’axe 
polaire. D’autre part, tandis que I’arc s’approchera ind^finiment de 
z6ro, le rapport numerique de la corde a I’arc convergera vers la 
lirnite i, et Tangle obtus form6 par la corde avec Taxe polaire vers la 

limite^. qui represenle un angle droit. Done, Texpression (6) aura 
pour lirnite 

I 71 i , 
i 

et la lirnite de Texpression (T)), ou la d6rivee de i,„ sera le produit 
de I,, par i- = i, ou, ce qui revient au meme, i en sorte qu’on 

“7 T * 

aura 

( 7 ) 

Si, dans cette derniere equation, I’on substitue i» Texpression sa 
valeur tiree de la formule (i i) de la page 2 16, savoir 

1,,=:: c<)S/< + i sin p ; 

on trouvera 

(.8) I),, i;os/y 4- i I.)^, si 11/7 r= cos -r 4- i sin 4- - j • 

et, par suite, 

(9) 1 ),, cosy^ — cos 4- , 1),, sin/? = sill 4- , 

OU, ce qui revient au m6me, 

( 10 ) I)/;C0S/?Z3: — s\\^p, I>, sin// zir cos/>. 

Ainsi, en partant de la formule (7), on se trouve ramene aux equa- 
tions connues qui fournissent les derivees du cosinus et du sinus d’un 
arc; et reciproquement on pourrait, de ces ^nations, ou, ce qui 
revient au mftme, des formules (9), deduire imm^diatement T6qua- 
tion (8), par consequent, la formule (7). Ajoutons que de Tequa- 
tion (7), jointe aux formules 

di f,~ \)f, I 1 rr I I 1 i , 
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on tirera 

(ii) di/,= d/). 

Supposnns inaintenant que Ton demande non plus la derivee ou la 
differentielle de i,„ mais les derivees parlielles et la diflerenlielle de 
la quantity g6ometrique r,, considereo comme 1‘onction du module ret 
de rargiiinent />. Comine on aura 

/>“ l,,r. 

on en tirera, eu egard a la formule (7), 

( IV.) ^ -r, l>, I-,,— 

ct de ces forinules, jointe.s aux equations 

di/,r^ l>^, 1^, d/> l>, I/, d/'. I 

on tirera 

(i 3 ) d/'^.L ■ i,,(d/' 1 \i il/>). 

Si,pour abreger.on designe par la lellre ; la <|uantile geoiniHri(|uer,,, 
et si d’ailleurs on nomine J', y les coordonnees reclangulaires du point 
don( I’afllxe esl r, le pole etant pris pour origine, et Paxe polaire pour 
axe (les .v, on aura 

(1 ')) ; : ,i I j ~ r,,: 

el de cetic derni('“re i'ormule, jointe a Pequation ( 1 J) et ii Pequation (i 4 j 
du paragraplie piTcedenl, on tirera 

(iT)) d: d./ 4 - i (I »• — i,,((l/' ! ird/jj. 

111. — Siir les deneees des fonctions de (juantUes ^eonietriques. 


Soient 
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deux quantiles geometriqucs variables, propres a repr^senter les affixes 
de deux points A el B qui, dans un certain plan, ontpourcoordonnces 
rectangulaires, le premier les variables reelles x, y, le second les 
variables reelles A', Coinme je I’ai dit dans I’avant-dernier article, 
Z devra etre cense fonclion de si, la valeur de - etantdonnee, on 
pent en deduire celle de /, ou, en d’autres termes, si, la position du 
point A efant donnee, on peut en deduire celle du point B; et il suflira 
pour cela que les variables reelles A’, ) soient des functions determi- 
nees des variables reelles x, y. 

Concevons maintenant que Ton designe, a I’aide de la lettre carac- 
terislique A placee devant les variables 

r. r. I . } . X. 

des accroissenients finis ou iniiniinent petits altribues a ces memes 
variables. Supposons, d’ailleurs, que / resle fonction continue de 
du moins pour des valeurs de : comprises entre certaines limiles. 
Pour de telles valeurs de z, a des accroissemenls inliniment petits Aj’, 
Ay de x, y correspondront des accroissemenls inlinimcnt petits A;, 
AZ de Z; et la demec de la variable Z consideree comme fonction 
de ;; ne sera autre chose que la limite donl s’approchera indeliniment 
le rapport 

AZ 

17 ’ 

landis que Ax, Ay s’approcheront indeliniment de zero. Cette dcrivee 
sera designee, comme dans le cas oil z est reel, a faide de la lettre 
caracteristique D, par la notation D^Z. D’autre part, les quatre dille- 
rentielles 

d./', d)'. d;, ilZ 

des quantiles algebriques variables x,y, et des quantiles geometriqucs 
variables Z, seront quatre quantiles nouvelles, les deux premieres 
algebriques, les deux dernieres geometriqucs, dont les rapports 
seront precisement 6gaux aux limites des rapports entre les accroisse- 
mcnts infiniment petits 

A.Z, Ay, Az, AZ 

OHuvre* de C. — S. 11, t. XIV. !)i 
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de ces memes variables. Cela pose, la d^rivAe de Z, relative k s, se 
confondra ^videmment avec le rapport diiT^rentiel de Z k a, c’est-k- 
dire avec le rapport 


dcs diff^rentielles dZ, ds, en sorte qu’on aura 

( 3 ) 

az 

Si, dans la formule (3), on substitue a la dilFerenfielle ds, savaleur 
lirec de la formule ( i ), savoir 

dz ~ da H- i d t , 

el a la diilerentielle dZ, sa valeur fournie par une equation semblabie 
a la formule ( 4 ) du paragraphe 11 , savoir 


dZ= DrXd., l),/cl(. 


on trouvera 


D,Z- 


I),Zd.r 1-1), Zd> 

dvi- -4- i d) 


Si, d’ailleurs, on pose 


on, re qui revient au ineme. 


d / Hi 


cosnr Slum 


I’eqnation (4 ) donnera 


^ \) /cosm 1 I), /sinm 

COSTTH isillTiT ’ 


puis, en ayant 6 gard aux formules 


Ijjjzz: C0S7?T -f 1 Hinnr, 


on tirera de Tequation ( 7 ), 

(8) D. Zrzz i_g,(JJ,.ZcoiW Dv-^sinni). 
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FI est boh d’obsefVftr quo dans les formulas ( 4 ), (7), (8), lesd^riviM 
partiellos D.rZ, varient g^niralement avec la position du point 
mobile A, et se reduisent a des fonctions des deut Coo^donneas rfcCtan- 
gulaires x, y de ce meme point, ou, ce qui revient au incnie, a des 
fonctions de I’afiixe s. D’autre part, tandis que les coordonn^es a;, y 
varieront par degr^s insSnsibles, le point A d6crira gineralement une 
coiirbe continue; et si par ce point on mene une droite qui forme, 
avec I’axe polaire, un angle ci propre a verifier la formule (T) ), la 
direction de cetle droite, appelee tangcnte, sera ce qu’on nomme la 
direction de la courbe au point dont il s’agit. Si la ligne decrite par 
le point A se reduit a une. droite, la tangente ne diff^rera pas de cette 
meme droite. Cela pose, il suit immediatement de la formule ( 4 ), (7) 
ou (8) que la d^rivee de Z, consideree e.omme fonction de z, depend 
en general, non seulement de la position du point A sur la ligne qu'il 
(lecrit, mais encore de la direction de cette ligne. Si cette direction 
devient parallele ^ I’axe des a- ou a I’axe des r, on aura 

fl) — o Oil 

et la derivee de /, prise par rapport a sera, dans la premiere hypo- 
these, 

(<») 1 *.^: 

dans la seconde hypotliese, 

(.0) - ill, Z: 

commeon poiirrait aussi le conclure de la formule (7 ) ou (8), en posant 
dans cette formule 

7 : 

nr ” tt oil fry ~ 

Concevons maintenant que la fonction /, supposee cxplicite, ou 
rendue explicite par la resolution de I’equation ou des equations qui 
la determincraient, %o\i monodrome , du moins entre cerfainOs liinitos 
de z‘, c’est-a-dire qu’entre ces limiies elle conserve une valeur unique. 
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en reslant fonclion continue dc par cons^uent de a; et de j, tant 
qu’elle ne dcvicnt pas intinie. Concevons encore que les derivees par- 
lielles du premier ordre 

It,;'. It./ 

satist'assent a la nieinc condition; c’esl-a*dire qu’entre les limites 
donnees de s, chacune de ces derivees partielles soil monodrome. 
Alors la derivee 

I),/ 

conservera entre les limites donnees de z, ct tant qu'clic ne deviendra 
pas inlinie, une valeur unique en restant fonclion continue de la 
variable imaginairc ; et de Tangle C5. Ajoutons qu’en vertu de la for- 
mule (7) oil (8), celte derivee deviendra independante de Tangle 0, 
si les deux valeurs parliculieres de c.clte derivee, representees par les 
expressions (9 ) et ( io\ deviennent egales entre elles. Alors, en ell’et, 
on aura 

(ti) 

par consequent 

(12) i It, /, 

et Tequation (7) on (8 ) donnera 

(1.^) 

quelle que soil d’ailleurs la valour du rapport ) ou, ce qui revient 
au meme, de Tangle tn. Done, alors la derivee 

It Z 

deviendra independante de la direction de la ligiie que decrira le point 
mobile A, et se reduira simplemenl it une fonclion des variables 
r^elles ou, ce qui revient au ineme, a une fonclion de la variable 
imaginairc D’ailleurs, pour qiie celte reduction s’efl’ectue, il est 
iWidemment nccessaire que la derivee 

lt,Z 
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conserve la m^sme valeur quand la direclion de la ligne decrite par Ic 
point A devient parallcle a I’axe des x, et quand elle dcvient paralh'dc 
a I’axe des j; en consequence, II est necessaire que les derivees par- 
tielles de Z, relative a a; et a y, savoir ]),.Z et I),/, satislassenl a la 
condition exprimee par la formule (I'-i). 

Dans le cas special que nous venons d’indiquer, la derivee D.Z sera, 
aussi bien que Z, du moins entre des liinites donnecs de une lonc- 
tion numodrome de cette variable. 

Au reste, pour que la derivee \i,Z soil une fonction nionodroine de 
la variable imaginaire r, entre des liniites donnees de z, il n’est pas 
necessaire qu’entre ces liniites, la fonction Z soil elle-inenie mono- 
drome : il suffit que les deux derivees jiartielles du premier ordre 

etant monodromes entre les limites dont il s’agit, satislassent ii 
I’equation ( 12 ). 

Nous appellerons tnonogcne une fonction dont la derivee sera 
monodrome. En vertu de la remarque precedente, une fonction de la 
variable imaginaire z pourra etre monogene entre des limites donnees 
de z, sans iHre constamment monodrome entre ces memes limites. 

Ainsi, par exemple, si Ton pose 


on, ce qui revient au meine, 

(ift) ')• 

on aura encore, eu egard a la formule (3o) de la page 271 , 

(,G) + i-^arccos-==^, 

par consequent, 

(I-) !— T=-. D,Z=— 

et, comme les valeurs precedentes de D.Z, D,Z seront, entre des 



lirnites quelcoiiques de la variable 


./• - 4-1 1 , 


des fonciions moDodromes de cette variable qiii vorifieront la condi- 
tion (12), la derivee D-Z de Z = 1 ^^ d^termin^e par la formule (7) 
ou (8), devra etre aussi coristanriment line fonction inonudronie de 
ce qu’il est aise de veritier, puisque Ton aura 


(18) 


D-Z:^ D. Zr= i. 


Par suite, la fonction I5 sera constamment monogene. Toutefois, cette 
fonction 1 ^, qui restera elle-m^me monodrome tandis que Ton fera 
verier jr entre les lirnites o, oc, cessera dVfre monodrome quand a* 
deviondra negatif, puisqiie alors, en vertu de la formule (16), elle 
passera brus(|iiement de ia valeiir 


k la valeur 


I ( .f* ) \ 7: i 


tandis ([ue y passera, eii d^eroissaiit, d’une valeur negative a nne 
valeur positive. 
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FONCTIONS EXPLICITES OU IMPLICITES 

n’lINF, oil HE PLUSIEUIIS miANTlTES GEOMBTKigUKS 


Les principes etablis dans I’article precedent pcrmeltenl d’obteitir 
lacilo.nient les dillereiilielles des fonctions d’une ou de plusionra 
quantiles geometriques, quand ces fonctions se troiivent exprimees ii 
I’aide des notations usuelles. De plus, en partant do ces principes, on 
reconnait ais^ment que les formules et les propositions relatives la 
diderentiation des fonctions de variables rcelles conlinuent generale- 
ment de subsister quand ces variables deviennent imaginaires. Ainsi, 
par exemple, Z etant fonction d’une variable imaginaire on aura, 
comme on I’a deja remarqu^ dans I’article precedent, 

(I) d/— D.-Zd:; 

et Z otanl une fonction de plusieurs variables imaginaires u, o, n , . . ., 
on aura generalement 

(i) d / — l)«Zdf/ -+ i),.Zdi’ f J)u Z (iir H .... 

Les formules (i)et(2)fournissent les regies connues pour la determi- 
nation des fonctions de fonctions el des fonctions composees. 

La differentiation des fonctions entieres d’une variable imaginaire:? 
s’effectue de la meme mani^re et conduit aux memes formules que 
dans le cas oil cette variable est reelle. Ainsi, par exemple, x ^tant un 
nombre entier quelconque, et a, c, . . . des constantes imaginaires. 
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on aura, pour des valours imaginaires, coinme pour des valours 
r(^elles de z, 

( 3 ) d-" = nz''-' di, 

(/, ) d s-"-’ d;, 

( 5 ) d ( r/ ^ A 3 -r ^ ' + . . . - 1 - /* zzz (A 2t‘Z -f- . . . -I- ///* ) dr-, 

et, par suite, 

( 6 ) I = nz"-', 

(j) ])-Z-'‘=: — /tZ-"', 

8 ) 1 A- ( Z' — f~ . - . /• z^^) A -f- ^tf'z “H . . . /t / r . 

La mrme remarque s’appliquc* aux fonctions rationnelles d’uiie 
variable imaginaire Leurs diflerenticlles et leursderivees, expriruees 
eii fonctions de sont precisement celles qu’on obliendrait si z 
etait reel. 

Consid^rons inaintenant I’exponentielle r~ et posons 

: =z:.r -I ) i. 

x, y etant reels; on aura 
ou, ce qui revient au nieme, 

e'—e' I,, 

puis on en conclura, eu egard a la forniule (2), 

ir; r ' th 1 I, dr' ; 

et de celte derniere equation, combinee avec les formules 

de ' rir e-^ d.i , d 1 , rr; I , i d_l , dr irr d./' -e i d 

on tirera 

( 9 ) de'=e'd 5 , 

par consequent 

(10) l),e-=^e^ 

Done la d^rivie de Vexponcntielle ^ est ceite exponentielle mime, quelle 
que soil la valeur reelle ou iinaginaire de 
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En partant de la formula ( r)\ on determinera sans peine les dille- 
rcnlielles et les derivees des exponentielles qui auraient pour base un 
noinbre autre que e, comme aussi des fonctions entieres ou inline 
rationnelles d’exponenlielles quelconques. Ainsi, par exemple, A etanf 
un nombre quelconque, et a etant le logarithme neperien de a, on 
deduira de I’iquation (9), jointe a la forinule 

\=~ e“-, 

les Equations 

(1 1 ) d\“= A'l A tl3, 

(la) D- A"=: A=l A. 

De m6nie, de I'equation (9), jointe aux formules 

C.1 ^ "i 

cos:; ^ -> sin^irr : » 

2 ‘^/ 


on deduira immediatement les diflferentielles el les deriv^es de cosj 
et sins, eonsiderees comme fonctions entieres de rexponenlielle e‘', 
et Ton trouvera ainsi 

(i3) d COS5 — — sin:;dv, d sin i--_ cos ds, 

(l/|) D-COSCZH: — sillv, I )- sill c. cos 5. 

Enfin, des formules qui precedent, jointes k Tequation (2), on 
deduira sans peine les differenfielles et les deriv^es d’une infinite de 
fonctions explicites d’une ou de plusieurs variables iinajfinaires. 
Concevons, pour fixer les idees, que 

Z=: A } i 


represente une fonction de la variable imaginaire 

^ — i, 


o?, y, A', )" etant des variables reelles. Pour que Ton piiisse deduire de 
la formule(2), et de cellesqui la suivent, les valeurs de la difleren- 
tielle d/ et de la derivee 


OEuvres de C. — S. II, 1 . XIV. 
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UO 

il suffiraque ies variables imaginaires z, X puissent etre consider^es 
coniine liees Tune a I’autre et a certaines variables auxiliaires 

de telle sorte que Ies diverses variables etaul rangees dans un certain 
ordre indique par la suite 

(ir>) Z, .... It, (V, .... r., 

Tune qiielcoiKjiie d’entre elles, // par exoinple, soil equivaiente ci une 
cerlaine fonction ratioiinelle des variables suivantes : 

f. IV, .... a, 

et des expoiientielles 

<•" f'. 


on (le quelques-iines dc ces variables et de ces expoiientielles. Dans 
cette liypothese, la din'erentielle de u, consideree coiniae ronclioii de » , 
O' sera fonniie par une equation dc la forme 

uti) (1/^ I ), // dv I>„.«div I-... I 

la diHerentielle de /, consideri^e comiiie fonction de . . ir, 

sera foiirnie par une equation analogue; el, si de cette derniere on 
eliinine Ies valeurs des dilferentielles 

.... du, ill'. (Iiv 

(lonnees par la formule (i(i) el Ies forinules de ineme espece, I’equa- 
tion resultante de relimination delerininera le rapport difl'erentiel 
de / a ou, on d’autres lermes, la dirivee de X consideree e.omnie 
fonction de la seule variable par consequent la valeur cherchee 
de I);Z. D’ailleurs, cette valeur deD^/sera gim^ralenient, ainsi que X, 
une fonction continue de la variabli* z, dans le voisinage d’unc valeur 
finie attribute a ou du moins Ies seules valeurs finies de z, pour 
lesqueiles cette condition ne sera pas reinplie, seront des valeurs sin- 
gulitres, propres a representer les affixes de certains points isol^s et 
separes les uns des autres. La circonstance particuliere que nous venons 
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de signaler se presenterait par axemple, si Ton supposait 

(17) Zrri-f //, ~ , 

V 

et, par suite, 

(18) 

Alors la fonction Z et sa derivee 


Ml 


Cy) 




resteraienl finies et continues dans le voisiiiage de toule valeur finie 
de z distincle de zero; inais Z et D.Z devieiidraient siinuitanement dis- 
continues pour une valeur nulle de z, et les limites donl s’approche- 
raienl ces deux fonctions, tandis que la variable z — x -h ji s’appro- 
clierait indetiuiment de zero, pourraient etre ou finies ou infinies. 
Ces limites seraient efTectivement 1 eto, si Ton supposait y~o, a; <^o, 
elles seraient x et — x, si I’on supposait >- = o, x >■ o. 

Si a la premiere des equations (17) on substituait la suivante : 


(■<()) 

on aurait 

e'l I 


/ 


Z~ 


I I- <•■ 


( •-■'.I 


h Z^-h 




el les deux fonctions Z, D,Z devieiidraient discontinues, non seule- 
ment pour une valeur nulle de niais encore pour les valeurs singu- 
lieres de v propres ii verilier la condition 

ri3) c' ^ I, 

c’esl-ii-dire pour toutes les valeurs de ; donnees par la formule 

Ci'O - 


( A/i 1 I ) r: 


n etant un nombre entier quelconque. 
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Supposons mainteriant que les tenues de la suite (iS), etant ranges 
dans un ordre quelconque, soient lies eiilre eux pardes equations dont 
les premiers membres soient des fonctions rationnelles de ces meines 
termes et des exponentielles 

r‘'. r" 

les seconds membres etant reduits a zero. En vertu de ces Equations, 
quelques-unes des variables 

Z i\ ir, . . . , 

seront des fonctions implicites des aiitres; et si le nombre des equa- 
tions est egal au nombre des variables diminue de I’unile, / sera une 
fonction implicite de Cela pose, il suffira 6videmment de diflerentier 
les diverses equations, puis d’eliminer 

Hf/, dr, (lir. 

des equations dill’6rentielles ainsi l‘ormt''es, pour obtenir une ^(piation 
finale qui determinera la difiereiitielle dZ et la derivee 



de Z consideree comme fonction de D’ailleurs, la valeur trouvee 
de M^Z sera generalemenl. ainsi que /, une fonction continue de 
dans le voisinage d’une valeur finie attribuee a ou dii moins les 
seules valeurs finies de /, pour lesquelles celle condition ne sera pas 
remplie, seront ues valeurs singulieres propres a representer les 
aftixes de certains points isoles et separes les uns des autres. 

Si, pour fixer les idees, on suppose Z li& k z par une seule Equation 

( 25 ) U — o, 

dont le premier membro f/soitune fonction rationuelle des variables-, 
Z et des exponentielles c-, c', on trouvera, en differentiant celte 
Equation, 


(26) 


J)/ ty dZ 1)- L' ilv 0 , 
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et, par suite, 


(U_ \hl 

fl3 “ 


ou, ce qui revicntau mcme, 


( 


1>,Z= 


h, i 

UTT' 


Supposons, par excmple, Z lie a 5 par I’equation 

(•^8) 3 , 


que Ton peut encore ecrire comme il suit ; 


On trou vera, en dillerentiant cette equation. 


et, par suite, 


< 1 /- ( 1 ; = .., 



OU, cc qui revient an mcme, 

( 29 ) 


il3 


li est bon ([’observer que, dans le cas ou le nombre des variables 
imai^inaires representees par 

Z //, t’, tr z 

surpasse d’line unite le nombre des equations aux(|uelles ces variables 
sont assujelties, on peut oblenir la dilTerenlielle d/, et, par suite, la 
derivee 1)../ de / considen* comme fonction de ou en differentiant 
comme on vient de le dire, les equations donnees, ou en tirant d’abord 
de ces equations supposties resolubles la valeur de Z, et en dilleren- 
tianl cette valeur pr^sent^e sous la forme 

Z= .l J i. 

Si, pour fixer les idees, on suppose Z lie k z par I’^uation (28), la 
fonction implicite Z admettra une infinite de valeurs distinctes qui 



SllR LA DrFFERKNTlATION 


Wi 

seront toutes comprises dans la formule 

(So) Z = r -H Is, 

la constante c designant I’un quelconqtie rles lermcs de la progression 
arithnietique 

.. — l\T.\, — ari, o, ari, 

Par suit#, la d^rivee de Z ronsid6rc comme fonction de z se r^duira 
loiijours a la d^trivee de 

( 3 1 j I G =r - I ( -4- ) - ) f i “4= a rc cos - - r- * 

\ s 

D’ailleurs cede dernicre derivcc sera, cornrne on I’a deja remarquc 
dans Tarticle precedent, 

(3a) 

Done, cn supposant / determine par I’equation (2<< ), on aura, comme 
I’indique la formule (29), 

iK-Z = ~. 

Observons, tontefois, que le calcul esi plus simple quand on deduit 
directement la formule ( 29) de I’equation (28), sans recourir aux 
equations (80) et (Si). 

On voil, par cet exemple, que pour obtenir la derivee d’une fonction 
explicite Z de la variable dans le cas od cetle fonction coincide avec 
I’nrie des valeurs d’une fonction implicite determinee par une ou plu- 
sieiirs equations, il pent etre avantageux de diflerentier directement 
I’equation ou les equations donnees. 

Kn partant de la formule ( 32 ), on obtient aisementlesderivcesd'un 
grand nombre de fonctions explicites qui peuvent etre exprimees en 
logarithmes n«'‘periens. Ainsi, par exemple, comme on a [p. . 32,5 j 

I ( I — r .31) — I ( I — 1 ) 

arc Kg ^ “ — : > 



( 33 ) 

on en conclura 


D-arc 


2 
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par consequent, 

(34) 


D>arc tang: 


De merae encore, comme, en designant par a une constante arbitrai- 
rement choisie, on a identiquemenl [vol. HI, p. 38i] (') 

(35) 

on en conclura 

\ )- z » — f " ' rt 1 ).- 1 ( ; ) , 

OU, ce qui revienl an meme, 

(36) 

On trouvera, en particulier, 

(3;) ^ 

puis on en conclura, en rempla(?ant z par i — 

(38) l),(!-5='l"= J=z- 

Enfin, comine on aura | p. izyj 

( 39) arc sill : — l[\ I - H ;i |. 


on tirera de cette derniere equation, joinie aux forrnules ( 32 ) et ( 38), 
(/Jo) I >- arc sin:; 

\ I - 3 - 

Les functions explicites qui, comme arc tang z, z", arc sin 
s’expriment en logarithines n^periens, peuvent etre aussi considerees 
comme representant certaines valeurs de fonclions implicites deter- 
minees par des equations dont les deux niembres renferment unique- 
ment des fractions rationnelles et des exponentielles neperiennes. 
Ainsi, par exemple, arc tangZ est une des valeurs de / propres a 


(‘) (Eu\>res de Cauchy^ sorie 11, 1. Xlll, p. 
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verifier I'equation 


j ' est line des valeurs de Z fournies par le systeme des deux equations 

(42) 7 — 

enfin, arc sin .3 est une des valeurs de / fournies par le systeme des 
equations 

(40) // - 4 - //*r= I — 

Cela pose, on ne doit pas etre siirpris de voir (jue Ics forrnules ( 

(3C) peuvent etre deduites direeteinent des tujuations (4i) f** ( 42 ). 
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LES CLEFS ALC.EBBIOUES 


Je nomme clefs algebriques des variables qui n’apparaissent que pas- 
sagerement en des forinules oil leurs produits sont didinitivement 
remplac^s par des quantiles qui peuvenl elro arbitrairement choisies. 
Ces variables m^ritent doiiblement le nom dc clefs, puisque leur inter- 
vention pcrmel, non seulenient d’infroduire avec facilile dans le calcul 
des quantiles qui se glissent a leur suite, et auxquclles elles ouvrent 
la porte pour ainsi dire, mais encore de resoudre promptement un 
grand nombre de questions diverses. 

On pent d’ailleurs employer, comme clefs algebriques, loules sortes 
de quantites variables, meme celles que I’on nomine dij/erentielles el 
variations. 

I. - Consideralions i>enerales. dotations. 

Considerons, d’une part, m variables 

«. iS. rr. 

d’autre part, n fonclions lineaires et homogenes de ces variables. 


represenlees par 

/-l. V 

en sorte qu’on ait 

I A </, OC — }” /> I -I- /*! Y . H- A, Tl. 

I p. a. a H- A. |3 -4- f ‘2 Y • • • -i" A, ry. 

V <7.|a -4- A 3 [5 -+• fv Y ; ...-f-A., rj. 

i =:z U„CC -i- A„(5 4- r„Y -4- . . . 4 A„T), 

OKuvres </(- C. — S. II, I. XIV. 5.1 
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^tant des coeiYicients constants. Le prodiiil 

(■j) X/utv...s 

de ces fonctions multipli( 3 es I’une par I’autre dans un ordre d 6 termin 6 
pourra etre decompose en produits parliels donl chacun rcnfermera 
un coefficient constant avec n facteurs variables egaux ou inegaux; et 
Ton pourra, dans chaque produit partiel, conserver la trace de I’ordre 
dans leqiiel les multiplications sont elfectnecs, en ecrivant le premier 
le fiicteur variable qui appartient a la fonction A; puis, a la suite de 
celui-ci, le f'acteur variable qui appartient a la fonction p., . . puis a 
la derniere place, le facteiir variable qui appartient a la fonction c. De 
plus, apres avoir ainsi decompose le produit (2) en plusicurs termes, 
on pourra, dans chaque terme, rernplacer le produit des facteurs 
variables par uue <|uantite arbitrairement choisie, et rnerne substituer 
deux quanlites distinctcs a deux produits qui ne differeroiit entre eux 
que par I’ordre des facteurs. En vertu des substitutions de cette nature 
le produit (2) se transformera en une (juantile nouvelle que nous 
appellerons produit symbolique , el (|ue nous designerons par la nota- 
tion 

( 3 ) I 'Ky.v 

en renfermant le produit donne entre deux traits verticaux. Nousindi- 
querons les substitutions elles-memes sous le nom de transmutations, 
et chacune des quantites substituties par le produit auquel on la 
subslitue, renferme encore entre deux traits. Enfin, nous nommcrons 
clefs algehriques les variables a, p, y, . . . , Tj qui, momentaneinent 
admises dans le calcul, disparaissent quand on passe du produit (2) 
au produit (d), et nous dirons que ce dernier produit a pour facteurs 
symholiques les fonctions lineaires A, [a, v, 

Supposons, pour fixer les idees, que Ton ait m = 2, n = 2, en sorle 
que les formules (i) se reduisent aux deux equations 

^ ^ ( X =«,« 4- A,(i, 
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On aura, dans cette hypoth 6 se, 

(5) = a,«’+ a, A.ap -f- H- />, 

par consequent, 

(6) I i m a, a, ! «- 1 />, 1 a(3 1 -i- />, a, 1 (3« 1 -+- 1 P’ | ; 

et, si I’on assujellit les clefs a, aux transmutations 

( 7 ) = = |;3«1 = 3. I|3*j = 4, 

on trouvera 

( 8 ) j >,pL 1 = a, a.-i- ->.a, !>. -(- 3//, u.-t- l\ />, O... 

Ajoutoiis que la valour du produit symbolique | Apij sera niodifiee si 
Ton echange enlre eux les deux facteurs A, [ji. En ellet, en supposant 
toujours les clefs a, p assujetties aux transmutations ( 7 ), on trouvera 

( 9 ) I |ui>, j =: a, a, 4- 2 a. A, - 1 - 3 A, a, 4- 4 A. A,. 

(Volume on le voit, en multipliant Tune par I’autre dos fonctions 
lineaires de dels algebriques, on construit en quelque sorte un nioule 
dans lequel des (|uantiles arbitrairement choisiosviennent prendre les 
places d'abord occupees par les divers produits de ces mfimes clefs. 
Lo produit symbolique ainsi obtenu depend (out a la fois et des coeffi- 
cients des clefs dans les fonctions lineaires donn^es, ctdes quantites 
substituees, ou, en d’autres termes, de la nature des transmutations. 
On con^oit, qu’en raison de cette nature, nn produit symbolique pent 
acquerir des proprietes qni facilitent notablement la demonstration 
d’un theoreme ou la solution d’un probleme; etl’habilet^ du calcu- 
lateur consiste a choisir les transmutations qui lui permeltent 
d’atteindre avec moins de travail le but qu’il s’est propose. 

Si, en adoptant les notations ci-dessus mentionnees, on nomme x 
un produit de clefs algebriques rangees dans un certain ordre, la 
substitution d'une quantite determinee k au produit x sera indiqu^e 
par la formule 


(10) 


/ — k. 
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Si, dans cette fornaule, on voulail supprimer les trails entre Icsquels 
est renferrn6 le produit x, on devrait en ineine temps, pour cviter 
toute m^prise, substituer au signe = un signe difterent, par exemple 
le signe que j’ai deji employe pour cet usage dans les Comptes 
rendus des stances de V Academic, des Sciences. Alors, a ia place de la 
formule (lo), on obtiendrait celle-ci 

(ll) X'T-k. 


II. - Decomposition des somrnes alternces^ 
connues sous le nom de resullanles, en facte urs symboliques. 


Los somines alternees que nous avons deja considerees dans le 
second volume de cet ouvrage (p. itio) ('), peuvent etre facilement 
decomposees en produits syinboliques. 

En efiet, considerons d’abord la somme al(erncc.v, I'ormee avec les 
quatre termes du tableau 

( «i. 

( o.. 

et fournie par I’equation 

( 2 ) S(±:*a, — 


Si Ton donne pour coefficients a deux clefs algebriques a, [i dans deux 
fonctions lineaires X, jx, les termes que renferment la premiere et la 
seconde ligne horizonlale du tableau (i), on aura non senlement 


(3) 


I / a f , 5 . 

( p =1 a.,cx. -h- 


mais encore 


(4) I 1 = fliOs 1 a* I 4 - b^On ! pa 1 -f* b^ | 

et, pour que le produit symbolique ‘ ajjl| se reduise a la resultante s, il 
suffira 6vidernment de poser 

(5) |a»|=zo, |ap|z=:i, |pa|-Tr— 1, | p= | ™ o. 


(’) CEuvres de Cauchy^ serie II, 1. XII, p. 17:1. 
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Sous cette condition, Ton aura 

(6) .^ = 1V1; 


et X, [X seront les factenrs symboliques de la resultante s. 

Si, atix forinules( 5 ) on substituait les suivantes : 

( 7 ) la=| = o, !|5«1=— 1(5'- 1 = 0 , 

alors, a la place de I’equation (6), on obtiendrait la formule 

1 l[j. 1 = .? 1 «(3 1 , 

ou 


( 8 ) 





dans laquelle il sul’firait de poser |a{3|=i pour retrouver I'iqua- 
(ion ( G). Remarquons d’ailleurs que la seconde des formules (7) peut 
s’ecrire coinme il suit : 

(91 ' ; -+• I ( 3 a 1 = 0. 


e( <{ue la I’ormule (9) doiine |a'^j = o ou |[ 3 ''‘|=:o quand on y suppose 
3 = a. Done, en definitive, les transmutations (7) sont toutes trois 
comprises dans la i'ormule (9). Done il suffit de recourir a cette for- 
mule et a celles qui s’en deduisent, pour obtenir I'equation (8), et, 
par suite, pour decomposer en facteurs symboliques la somme 
altern^e v, e’est-a-dire la resultante algebrique formee avec les quatre 
termes du tableau (i ). 

Considerons maintenant la somme alternee s formee avec les divers 
termes du tableau 


1 



.. /«., 




.. A,, 



f‘A, •• 

• . 

\ 

l>r,< 


• > An, 


et fournie par I’equation 


« = S(±fl,/>je.,. . .hn) = aibtC,. ../in — 
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le nombre des lettrcs n, b,c, . . h etant 6gal a n. Uepresentons d’ail- 
leurs par 

a, [ 3 , Y, r, 

n clefs algebriques distinctes, et par 

X, jx, V, i 

n fonctions lineaires de ces memes clefs. Si I’on donne a ces clefs pour 

coefficients, dans les fonctions lineaires X, [j., v ?, les ternries que 

renferment la premiere, la deuxieme, la troisi^me, etc., la derniere 
ligne horizontale du tableau (5), c’est-a-dire si Ton pose 

| >i a, « -f- j 3 c-, Y -e . . . -t- /< I rj. 
p. =r a. a -+- |3 -h Y -t- • • . t'; rj. 

V = rt . a -f- (3 -I- Tj Y • ^ . . .-i- /i .T,, 

i — UnOl. -+- //„J3 + <”/,Y fl/iX • 

le produit syinbolique 

(i 3 ) ! Xpv . . .i\=z a,b,j- . ./i„ \ a^Y- ■ - fi't-i- . ■ ■ 

sera cvidemment une fonction lineaire du produit 

et de tons ceux qu’on peut obtenir en multipliant I’un par I’autre 
n facteurs distincts ou non distincts, pris dans la suite 

«, h, c, ..., /i, 

et en plagant, au bas de ces facteurs ecrits a la suite les uns des autres, 
les indices i, 2 , 3,...,n. Ajoutons que, si Ton represente par ^ Tun 
quclconque de ces produits et par /» jz| le terme proportionnel a k 
dans le second membre de la formule ( i3 ), il suffira, pour obtenir le 
produit 7., d’ellacer dans le produit k les indices places au bas des 
lettres, et d’y substituer partout la lettre a a la lettre a, la lettre [3 a la 
lettre b, etc., la lettre q a la lettre h. 

D’autre part, pour que le produit k soit Tun de ceux que contient la 
resuUante il est necessaire qu’il renfermeune seulefoischacunedes 



Icttres 
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a, b, c, .... /t : 

et, lorsque cette condition sera remplie, le produit/c pourra #!tre, dans 
la resiiltante s, alTccte du signe + ou du signc — . II y sera, en effet, 
alFecte du signe +, si, pour passer du produit 

«, A.'-.,. . ./(„ 

au produit k, il faut operer entre les lettres a, b, c, . . ., //, prises deux 
a deux, un nombre pair d’^changes, et du signe — dans le cas con- 
traire. Done, pour reduirele produit symbolique | X[i.v. . . ? [, determini^ 
par la formule (i I ), a la resultante .v, on devra poser 

( I '0 I y- 1 O, 

quand I’uiie quelconque des lettres 

T r, 

entrera deux ou plusieurs I'ois cominc faetcur dans le produit et 
poser, au contraire, 

(!•'>) I It , ~ I . 

ou 

(t6) |y| = — I, 

quand le produit /. renfennera une seule fois chacune des lettres 

iS. r 

la formule (i;>) etant relative au cas oil Ton sera oblige d’operer entre 
ces lettres prises deux a deux un nombre pair d’echanges, pour passer 
du produit | apy . . .tj | au produit | x Sous ces conditions, la formule 
(i3') donnera 

(17) 5 — j /.(yv. . .? 1; 

et, par consequent, X, p., v. . . . , ? seront les facteurs symboliques de la 
resultante Ti 
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Si, en conserviint la forniule (i 4 ), on roinplagait les formules (i 5 ) 
et (i6) par les suivantes 

(l 8 ) ' i O'r'Y- • - o '< 

(' 9 ^ ' -- " I 3 'l-T- • - 'I '• 

alors, a la place de I’equation (17), on obtiendrait la (ormule 

I A/jv . . .9 1 . .n |, 

/./-TV. . 

.V -- — , 


ou 

('H)) 


dans laquelle il sniVirail de poser 

pour retrouver Fequalion (17). 

All reste, pour deduire l(‘s formules (i/|), (18) et (19) des trans- 
mutations de la forme 

il suffit d*admet(re quo les transmutations cle cotte forme continuont 
de subsister quand on introduit une ou j)lusi(*urs fois de suite dans les 
deux membres, entre les traits verti<*aux. de nouveaux facteurs aux- 
quels on assigne les mefues plac(‘s, et (ju’elles continuont encore de 
subsisfer quand les divers facteurs ne sont j)as tons distincts les uns 
des autres. 

Ainsi, par exernpb*, si les clefs quo Ton considere se reduisent a 
trois, 

a, p, V, 

on pourra evidemrnent, avec ces trois clefs, former les six produits 
symboliques 

^23) i ' I i’ 

I ;,3aYl, :Y,3a'. 


Alors aussi les transmutations de la forme ( 22) scront an nombre de 
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trois, savoir ; 

(2/i) I - 1 rn :• : «y ■ ^ ■ v« '• l !=« ' I- 

Or, si dans chacunc dc ces derniercs transmutations on introduit la 
clef qu’elle ne renfermc pas entrc les traits verlicaux en lui assignant 
dans chaque membre ou la premiere ou la derniere place, on frouvera 
dans le premier cas, 

(a5) - '.ocpy\, | i (Sya |. i y(5a | 1 Yai3 ! ; 

dans le second cas, 

(26) ;y^« ; = — ; |iyai, , ayp jy«i^l i. | (iay «^y j. 

On aura done 

(•^7 ) i a;5y : =; i , - : '{xp , - - ] ayji , = - ; iSaty — , ya|3 | : 

et, par suite, en nommant |x! I’un quelconque des produits (23), on 
trouvera 

(■^8) x,. l«f:.y‘, 

on 

(29) Ixi — - 

suivant que le produit |x| se d^duira du produit laflyl a I’aidc d’un 
nombre pair ou impair d’echanges operes entre les trois clefs a, y 
prises deux a deux. Ajoiitons que, si les formules ( 24 ) etcelles qui s’en 
deduisent coiitinuent de subsisler quand ces formules renfermcntdeux 
ou trois facteiirs egaux entre cux, elles entraineront avec elles les 
transmutations 


(3o) 

i a ‘ 1 — O , 


= o, iy'i = o; 

(3i) 


iy*-«l 

=rO, loc*131r=0; 

1 1 i 

1 1 

— o, 1 pa* 1 = 0 , 

c’est-a-dire 

les transmutations 

de la 

forme 

(32) 


|xl=. 

o, 


5', 


CiiLUs^res dc C. — 11, i. XIV. 
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I /. I etant le produit syinbolique de trois facteurs dont deux au moins 
se confondeiit Tun avec I’antre, et chacun de ces facteurs etant I’une 
dcs trois clefs 

P. T- 

On vieni de voir avec quelle facilite s’opere la decomposition des 
sonimcs allernees en facteurs symholiqnes. Cette decomposition une 
fois operee, on pent s’en servir avec avantage pour decouvrir ou pour 
demontrer les principales propri^tes dessominesalternees. D’ailleurs, 
les transmutations auxqucllcs nous avons ete conduits par le calcul, 
ont des formes speciales comprises elles-memes dans des formes plus 
gencrales qui meritent d’etre remarquees, olqui seront indiquees dans 
le paragraphe siiivant. 


111 . - Transmutations ^conietnques el homo genes. 

Transmutations et clefs anastrophiques. 

litant donnees n clefs diverses 


P- Y ft- 

soient 

\')\, 111, l='|, ••• 

divers produils symboliques dont cliaciin ait pour facteurs quelqiics- 
unes de ces clefs. Les transmutations auxquelles on assujettit les 
clefs a, % v, r,, pourront etre de deux especes ditf6rentes. En 
elfet, chacune de ces transmutations pourra ou fournir immedia- 
tement la valeur k d’un produit syinbolique |'/|, etse reduire ainsiala 
forme 


lO 


•/ 




ou etablir une certaine relation entre divers produits symboliques |0|, 

I'. |, | /. ( On doit surtout remarquer les transmutations qui four- 

nissent les rapports geometriques de ces produits, pris deux a deux, et 
(|ui seront nominees, pour cette raison, transmutations giomitriques , 
Considerons, pour fixer les idees, une transmutation geometrique qui 
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fournisse Ic rapport /• de deux produits symboliques |'/. |, |i|. Cette 
transmutation pourra s’ecrirc comme il suit : 

(a) lxl = /-lil, 

et le rapport /• prendra le nom de module. Cela pose, il est clair qu’a 
chaque transmutation geometriqiie correspondront generalemont deux 
modules inverses I’un de I’autre. Car le module r 6tant le rapport geo- 

metrique de | x | a 1 1 1, le module inverse ^ ou /•“' representera le rapport 

inverse de 1 1 | a |x|, et la transmutation (-i) pourra encore etre pre- 
sentee sous sa forme 

(3) = 

Otto tnf^rac transmutation sera nommee rcciproque^ si la formule (a) 
continue de subsister quand on echange entre eux les produits sym- 
boliques I I, I X |, c’est-a-dire si Ton a non seulement 

I i = ‘ 1- 

mais, reciproquement, 

(,'0 lll=;r|xj. 

Dans cettc derniere hypothese, la formule (4) dovant se confondre 
avec la formule (3), les deux modules r, r-' deviendront egaux entre 
eux, et Ton aura en consequence 

ou, ce qui revienl au meme, 

(5) r-—t, 

puis on en conclura ou 

( fi ■) r — I . 

OU 

(7) r = -i. 

Les formules ( 2 ), (3), (4) seront reduites, dans le premier cas, a la 
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transmutation 

(8) ;xi — ;ij; 

dans le second cas, a la transmutation 

19^ — -i‘!. 

que Ton pourra encore ecrirc comme il suit 

(10) ; X 4- ; t ; — <1. 

Si, dans une transmutation geometrique 

les prodiiits symbol iques I '/, i, |i|, quo renferment les deux membros, 
se reduisent a un soul et meme produit symbolique |x|, le module r 
sera n^cessairoinent I’unite, et la transformation reduite a la forme 

(11) |x.;:rz!x;, 

sera ce que nous nommerons une transmutation identique. 

Si les produits lx|, li| sont distincts, mais composes des memes 
facteurs, chacuii des facteurs etant Tune des clefs 

«, |3. Y, . . . , r;, 

et si ces deux produits tie dilferent I’un de I’autre que par I’ordre dans 
lequel ces facteurs sont ecrits, la transmutation 

,x; = r|ti 

sera dile homogme, quel que soit le module r. Elle sera homogene el 
reciproque si le module /• se reduit (i Tune des deux quantiles — i, 

■+■ I. 

Le degre d’une transmutation bomogene sera le degre meme des 
produits dont elle determine le rapport geometrique, c’est-a-dire le 
nombre m des clefs employees comme facteurs dans chaque produit. 
La transmutation sera dite binaire, lorsqu’on aura m=-" 2 .\ ternairc, 
lorsqu’on aura m = 3; quaternaiie, lorsqu’on aura m = 4 * ^tc. 
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Ainsi, par exemple, les clefs donnees etant a, p, y, etc., les trans- 
mutaliuns homogenes 

1 |3a I = I aji 1, [ (3a | = — i a(5 | 

seront binaires ou du second degre; les suivantes 

lya[31 = ia(3Tl, \ cxctp i — — \ afiac \, 

seront lernaires ou du troisicme degr6; etc. 

Avanl d'aller plus loin, il sera bon d’examiner altentivement les 
divers produits symboliques 

i6'i, .>'•!, 

que Ton peut former avec /n facteurs distincts arbitrairement choisis 
parmi les clefs 

a, |i, Y, .... r,. 

et de comparer ccs divers produits a I’un d’entre eux pris pour type, 
par exemple au produit symbolique |i<|, dans lequel les diverses 
lettres qui representent ces m^mes facteurs se trouveraient rang^es 
dans I’ordre indiqu6 par i'alpbabet. 

Soil I 0| I’un quelconque des produits en question. Lorsqu’une clef 
plac.6e avant une autre clef dans I'alpbabet, ou, ce qui revient au 
meme, dans le produit lw| sera, an contraire, plac6e apres elle dans 
le produit 1 0 1, nous dirons quc le produit 1 6 1 ofl're une inversion rela- 
tive au systeme de ces deux clefs. Le nonibre total des inversions, dans 
le produit 1 0 |, sera evidemment 6gal ou inf^rieur au nombre des com- 
binaisons que Ton peut former avec rn lettres prises deux a deux, 
c’est-a-dire au rapport 

m{m i) 

> 

‘A 

et pourra d’ailleurs etre pair ou impair. En d’autres termes, le nombre 
des inversions, divise par 2 , donncra pour reste 0 ou i. Ce reste sera 
ce que nous nommerons Vindice du produit |0|. Cela pose, on pourra 
partager en deux classes les divers produits symboliques formas 
avec m facteurs distincts, et ranger chacun de ces produits dans la 
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premiere classe ou dans la seconde, suivant qu’il aura pour indice z^ro 
ou I’unite. 

Soient maintenant 

l‘i. I>‘j 

deux produits symboliqnes distincts formes avec les in facteurs donnas. 
On potirra deduire le prodiiit | '/, | du produit |t |, soil ^ I’aide d’un seui 
echange opere entre deux clefs, soil a I’aide de plusieurs echanges de 
cctte espece, el meme supposer chaque echange oper6 entre deux clefs 
juxlaposees, e’est-a-dire entre deux clefs dont Tune suit imm^dia- 
tement I’autre dans le produit symbolique 1 1 1. En efl'et, a I’aide de sein- 
blables echanges successivement operes, on pourra toujours, dans le 
produit symbolique 1 1 1, amener une clef quelconqiie a une place quel- 
conque. On pourra, par exemple, amener a la premiere place la clef 
qui occupe elfectivement cette place dans le produit |x|; on pourra 
ensuite amener a la seconde place la clef qiii, dans |x), occupe cette 
seconde place, etc.; et continuer ainsi jnsqu’a ce que du produit sym- 
bolique I y. I on ait d^duit le produit symbolique | D’ailleurs, lorsque 
dans iin produit de m clefs distinctes on ^change entre elles deux clefs 
juxtaposees, un tel echange fait evideminent naitre ou disparaitre une 
seule inversion; par consequent, il fait passer ce produit de la premiere 
classe a la seconde, ou de la seconde classe a la premiere. Done les 
produits I l|, |y.| appartiendront I’un a la premiere classe, I’autre a 
la seconde, si on peut lesdeduire I’un de I’autre par un nombre impair 
d’echanges successivement operes entre les clefs juxtaposees; ils 
seront de meme classe si le nombre des echanges de cette espece, a 
I’aide desquels on peut deduire | x | de 1 1 1, est un nombre pair. 

Si Ton considerait. dans le produit |t|, deux clefs a, [i, dont la 
seconde [3 occuperait, a la suite de a, non plus la premiere, mais la 
/"""' place, il suffirait, pour ^changer ces deux clefs entre elles, 
d’amener a I’aide de / echanges successivement op6r<is entre des clefs 
juxtaposees, la clef a a la place primitivement occup6c par la clef p, 
puis de ramener la clef fi de la place prec6dente a celle que la clef a 
occupait d’ahord, a I’aide de / — i autres ^changes oper6s encore entre 
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des clefs juxtapos6es. Le nombre total des 6changeseffectuesdansl’un 
et I’autre cas 6tant 2/— i, par consequent, un nombre impair, nous 
devons conclure que les produits symboliques 1 1 1, | /. | seront toujours 
de classes distinctes, s’ils se deduisent Tun de I’autre a I’aide d’un seul 
echange oper6 entre deux clefs, quellesque soienl d’ailleursles places 
contigucs ou non contigues occupees par les deux clefs dans chacun 
des deux produits. 

Par suite aussi, le nombre des echanges a I’aide desquels on pourra 
deduire Pun de I’autre deux produits 1 1 1, | '/- 1 de m facleurs distincts, 
sera toujours, quellesque soientles clefs echangees entre elles, un 
nombre pair si ces deux produits sont de meme classe, ou, ce qui 
revient an memo, si la difference de leiirs indices est zero; un nombre 
impair si les deux produits sont de classes dillerentes, ou ce qui 
revient au meme, si la difference de leurs indices est I’unite. 

(>oncevons maintenanl (jiCapres avoir forme les divers produits 
symboliques qui peuvent etre construils avec m clefs distinctes, on 
egale entre eux tons ces produits, pris les u ns avec le signe -)-, les 
autres avec le signe — , suivant qu’ils appartiennent a la premiere 
classe ou a la seconde. La formulc ainsi obtcnue determinera les rap- 
ports geometriques de tous ces produits; et, si Ton nomine 1 1 1, | x | deux 
quelconques d’entre eux, on aura 

(la) j X i — (— 1 )' 1 1 

/^tant la difference entre les indices des deux produits, |i|, |x|. En 
d’autres terines, ces <leux produits seront lies I’un a I’autre par une 
transmutation homogene et r6ciproquc, dont le module r sera 

( 13 ) 

L’exposant I de — i dans ce module, c’est-a-dire la difference entre les 
indices des deux produits, toujours equivalente a zero ou a I’unite, sera 
V indice de la transmutation qui se reduira evidemmenta la formule(8) 
si Ton a /= o, ^ la formule (9) si Ton a / = i . 

Parmi les transmutations comprises dans I’iiquation (12), on doit 
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remarquer la Iransinutalion qu’on ohtient dans les deux produits | x |, 

{ 1 1 se deduisaiit I’un de I’autre a I’aide d’un seul echange oper6 entre 
deux-clefs, et qui est toujours de la forme 

I / 1 — — 1 1 ]. 

Telle sera, par exemple, la Iransmulation binaire 

Telle sera encore la transmutation 

1 ! = — ■ aSyoE 

dans laquelle les deux produits symboliques jajiiyoel, [aSypsI se 
deduisent Tun de I'autre a I’aide d’un seul echange opere entre les 
deux clefs [3, o. Une telle transmutation sera nommee anastwphique , 
son principal caract^*re etant I’espece d’inversion (avaa'rf u^r,, imrrsio, 
sell conversio in contrariam partem), qui resulte pour un produit sym- 
bolique 1 1 1 d’un ^change opere entre deux clefs. Pour bien voir en quoi 
consiste cette inversion, il suflit d’observer que la valeur d’un produit 
syrnbolique peut etre representee, comme toule autre quantite, par une 
longueur portee, a partir d’un point lixe, sur une certaine droite, dans 
une certaine direction Idrsque cette valeur est positive, dans une 
direction inverse ou contraire lorsquc cette valeur est negative; et 
qu’une transmutation anastropbique fait correspondre a un echange 
opere entre deux clefs ou, ce qui revient au nieme, a \'in\’ersion du 
systeme des deux lettres qui designent ces clefs dans un produit sym- 
bolique, une autre im’ersion, savoir le changement de direction de la 
longueur qui represente le produit symboli(|ue, etqui setrouve, apres 
I’echange, dirigde en sens imrrsr. 

Lorsqu’on ne peut, du produit syrnbolique 1 1 1, deduire le produit 
|x|, form6 avec les m^mes clefs, it I’aided’un seul echange oper6 entre 
deux de ces clefs, on peut du moins passer d’un produit a I’autre a 
I’aide de plusieurs semblables echanges. Alors, |>our que les produits 
li|, I x| verifient la formule ( 12 ), il suffit evidemraentde lesassujettir, 
avec les produits intermediaires successivernent obtenus, aux trans- 
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mutations anastrophiques dont chacune expriine que deux produits 
cons6cutifs offrent la meme valeur num^rique, Tun des deux 6tant 
egal a I’aulre pr6c6d6 du signe — . 

Ainsi, par exemple, pour que les trois clefs 

«> P. Y 

v^rilient la transmutation 

1 a(3Y I = I i, 

il suffit qu’elles verifient les deux transmutations anastrophiques 

1«Pt1'-"I«y?I, - I«Yi31 = 1t«P1 

formees avec les deux produits |afJy|, lya^l ef le produit interme- 
diaire | ayp |. 

De ce qu’on vient de dire, il resulte que, pour assujettir un systemc 
de n clefs 

a, fi. Y> •••. -n 


a toutes les transmutations homogene.s et reciproques de la forme 
indiquee par I'equation ( 12 ), il suflit de les assujettir aux diverses 
transmutations anastrophiques que Ton pent former avec des facteurs 
distincts arbitrairement choisis parmi ces monies clefs. 

Jusqu’ici nous avons suppose que, dans une transmutation anas- 
trophique 


les diverses clefs etaient distinctes Tune de I’autre. Supposons main- 
tenant qu’il en soit autrenient, et que dos deux clefs echangees entre 
elles, la seconde ne dillere pas dc la premiere. Alorsles produits sym- 
boliques 1 1 1, | x | ne differeront pas Tun de I’antre, et la transmutation 
anastrophique donnera 


ou, ce qui revient au meme, 
et, par suite. 


2lxl=0, 


(• 4 ) 


|xl = o. 


Done, lorsque dans le produit |x| les diverses clefs employees comrae 

OEuvres de 6’. — S. II, t. XIV. 55 
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facleurs ne sont pas toutes distiactes les unes dea autres, la trans- 
mutation (i4) peut etre envisagee comme une transmutation anas- 
trophique dans laquelle les deux facteurs echang^s entre eux sont 
representes par la ineme letlre. Ainsi, par exemple, les deux trans- 
mutations 

1 «a{5 I = o, I «p« 1 = o, 

se conl'ondenl avec les deux formules 

I aajS I = — I — l«|3ai. 

c’est-a-diro avec les deux transmutations anaslrophi(jues dans lesquel les 
les deux clefs echangees entre elles sont representees Tune et I’aulre 
par la lettre a. Ajoutons que, dans les transmutations de cefte espece, 
on peut sans inconvenient ecrire sous la forme de puissance un pro- 
duit de facteurs consecutifs egaux entre eux. Ainsi, cn parliculier, la 
transmutation 

1 aaajbliy | = o 

pourra etre presentee sous la forme 

Les notions precedentes elant admises, coiisiderotis un systeme de 
clefs assujetties a verifier les diverscs transmutations anastrophiques 
que Ton peut former avec des produits symboliques de facteurs dis- 
tincts ou non distiiicts, arbitrairement choisis parmi ccs memes clefs. 
Ce systeme ct ces clefs scront nommcs anastrophiques. Cela pose, si le 
systeme des clefs 

a. T 'ft 

est anastropbique, lout ()roduit symbolique dans lequel une meme 
clef entrera un-e ou plusieurs fois comme facteur, ofl'rira une valeur 
nulle. Quasi aux produits symboli(|ues qu’on pourra former avec des 
clefs determinees, prises dans le systeme, mais distinctes les unes des 
autres, ils olirironl tous la meme valeur numerique, leurs signes 
etant semblables ou contraires, suivant qu’ils seront de meme classe 
ou de classes dillerentes. On connaitradonc les rapports geometriques 
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des divers produits symboliques dans lesquels entreront les memes 
clefs flupposees distinctes les unes des autres. Mais les transmutations 
anastrophiques, qui etabliront ces rapports, permettront de choisir 
arbitral re men t Tun des produits symboliques construits avec des fac- 
teurs donnas. II convient d’ailleurs d’effectuer ce choix de maniere a 
simplifier les formules. C’est ce que nous avons d^ja fait dans le para- 
graphe II, Ob les clefs 

a. [3, y, r; 

que renferment les facteurs symboliques d’une somme allcrnee, 
peuvent etre consid6r^,es comme des clefs anasirophiques assujetties 
a verifier, non seulerncnt les transmutations anastrophiques dans 
lesquelles ellos entrent comme facteurs, mais aussi la condition 

la|3y. . .Y); = i. 

En su|)|»osan( que 



representent des produits symboliques do dogres egaux on inegaux, 
on peuf, aprt's avoir multiplie Tun par I’autre deux ou plusieurs de 
ces produits, remplacer le resullat par le produil unique qu’on 
obtiendrait si Ton supprimait les traits verticaux qui separent deux 
produits ecrils a la suite Tun de I'autre. La transmutation qu'on 
formera de cette maniere sera nonimee transmutation conjonclue. 
Telles sont, par exemple, les transmutations 

1 1 1 P I -- 1 I. 1 1 1 U 1 ■ I I, 1 oti^T i — I „ 

dans lesquelles ( p | ne diifere pas do p, ni | £ | de £. 

Cela pose, pour qu’un systeme donn^ de clefs 

a, f3, y, Y) 

soit anastrophiquo, il suffit evidemment que ces clefs verifiont, d’une 
part, les transmutations anastrophiques binaires, c’est-a-dire les trans- 
mutations qui se presentent sous Tune des deux formes 
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(i’aulre part, les diverses transmutations conjonctivesformeesavecces 
memos clefs. En effet, pour que les clefs a, jiJ, v, . . yj soil anastro- 
phiq ues, il suffit qu’elles verifient les transmutations anastrophiques 
dans lesquelles deux facteurs consecutifs sont cchang^s entre eux, et 
Tune quelconque de ces transmutations anastrophiques pourra tou- 
jours etre deduite d une transmutation anastrophique du seconddegr6, 
jointe a deux transmutations conjonctives. Ainsi, par exemple, pour 
etablir I’^quation 

il suffira de joindre a la transmutation anastrophique binairc 

'iTKl=- 

les deux transmutations conjonctives 

; a , 1 Y|3 ; j o£ 1 - j ayjSoe j, ' a , j i j 6£ | - i apyoE 

Conccvons a present qu’etant donnecs n clefs anastrophiques 

a, y V), 

on designe, a I’aide des Icttres 

7. , ^ J V , • • • » 5 » 

ri fonctions lineaires do ces memes clefs. Soicnt d’aillours 

Ml, M'l, 

deux produits synibolii|ues formes avec m facteurs arbitraircment 
choisis, non plus parmi les clefs a, [i, y, . . . , yj, mais parmi les termes 
de la suite p., v,. . Enfin, supposons quo les produits |1 i, |K |, 
dont les facteurs sont les memes, sc deduisent Tun de I’autre a I’aide 
d’un seul echangc opere entre ces facteurs. On pourra decomposer 1 1 1 
et |K| en produits partiels qui, pris deux a deux, sc correspondront 
et revetiront les formes 

I'ti, 

A dcsignant un coefficient constant, et| l deux produits symbo- 
liques formes tous deux avec les clefs a, ,3, y, . . . , rj rang6es dans un 
ordre tel, que | )c| se d(iduise de |i|a I’aide d’un seul echange op6re 
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entre ces clefs. Or, les clefs a, [3, y, . . . , yj e(ant supposees anastro- 
phiq ues, on aura 

par consequent, 

^ I = — /1 1 1 1 . 

Done les produits syinboliques 1 1 1, ( K| se coinposeronl de termes qui, 
pris deux a deux, seront egaux, aux signes pres, mais affectes de 
signes contraires, et Ton aura encore 

(■ 7 ) = 

Ainsi, par exetnple, dans I’hypothesc admise, les termes de la suite 

n, V ? 

verifieront les transmutations anastrophiques 

1 1 — - 1 /.^t I, 1 /,V(A ; ^ - j >.f/v ' 

II y a plus : la formule (17), qui subsistera quels que soient les fac- 
leurs echanges entre eux dans les produits |1 1 et |K |, s’etendra, dans 
riiypolhese admise, tout comme la transmutation anastrophique 

lxj = — u;. 

au cas meme oil les deux facteurs echanges entre eux seront repre- 
sent6s par la meme lettre, et donnera dans ce cas 

1K::=-IM, 

ou, ce qui revient au meme, 

2 1 h 1 = 0 . 

et, par suite, 

(18) IKj^o. 

On aura, par exemple, 

])iX| = o, I aX^ ! = o, .... 

ou, ce qui revient au meme, 

1 X- 1 = o, I X> 1 = O 




Cela pos6. la suite 


I, 


fi. V. 
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composee de terraes qui verifieront les transmutations de ia forme (‘7) 
ou (i8), c’est-a-dire les transmutations anastrophiques formees avec 
des produits syrnboliques de facteurs arbitrairement choisis parmi ces 
termes, pourra etre consid6ree comme representant un nouveau sys- 
teme de clefs anastrophiques. En consequence, on pourra enoncer ia 
proposition suivante : 

TiiKoiitiME. — Si\ m’ec n clefs anastrophiques 

«■ P- T 

on construit n fonctions lineaires 

P-. V s. 

ces fonctions constitueront encore un systeme de clefs anastrophiques. 

I\. Sue les fonctions ceprcsentrcs par des prodnits S] /n hot ic/ lies 
de clefs anastrojdii(fues, 

Dansle paragraphe II de ce Mernoire, la recherche des facteurs sym- 
boliques des soiumes alternees nous a inis sur la trace des clefs anas- 
trophiques. En suivant une marche inverse, nous aliens deiluire de la 
consideration de ces incrnes clefs, non seulemeni la notion des sommes 
alternees connues sous le no<n de resultanfes, mais encore lours prin- 
cipales proprietes. 

Soient 

x. i, . , r, 

n clefs anastrophiques, et 

V 

n fonctions lineaires de ces clefs, deterniinees par les (Wpiations ( 12 ) 
du paragraphe II, e’est-a-dire par les foraiules 


f — 

, a 1 

h, fj O r-, Y ; . . . - 

/(,/; 


(f . , y. -( 

V . . . 1 


V - - 

tl fX \ 

If . -1 r , Y 1- . . . ' 

/l,-ll. 

s — 

iiuX 1 - 

-1 r„Y . . . 1 

'r /l„ li 


Le prodiiil symbolique 

lyv . ..i 
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decompose en produits partiels, ne pourra ofTrir aucun terme dans 
lequel entre deux ou plusieurs fois, comme facteur, Tune das clefs 

a, p, y, T), 

par consequent aucun terme dans lequel reparaisse deux ou plusieurs 
fois Tune des lettres 

a, ity r, A; 

mais il renfermera, outre le produit partiel 

. ./i„l ajiy. . .r ; \. 

tous ceiixqu’ori peut en deduire, soita I’aide d’un echange opere d’une 
part entre deux clefs, d’autre part entre celles des lettres 

a, h, (\ //, 

qui correspondent a ces deux clefs, soit a I’aide de pliisieHrs edianges 
decette espece. D’ailleurs, comme nn echange opere entre deux clefs 
dans un produit de la forme 

1 i 

a pour elfet unique de changer le signe de ce produil, on doit Mddeni- 
ment, de ce ([u’on vient de dire, conclure que Ton aura 
(a) lXp.v...sl=:.flaPy...ryj. 

s etant la somme qu’on ohtient quant au produit 

(3) aj/.c-. . .h,! 

on ajoute ccux qu’on peut en deduire a I’aide d’un ou plusieurs 
^changes operes entre les lettres n, h,c,. h, chacun de ces derniers 
produits etant pris avec le signe -+- ou avec le signe — , suivant que 
le nombre des echanges est pair ou impair. Or la somme ainsi formee 
est precisement la somme alternee qu’on nomme la resullnnte du 
tableau. 


a,. 



. . . , 

A., 


Ik, 


. . . , 




r\.. 



(Ifl^ 

bu. 



/hi 


( 4 ) 
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et, pour riduire le produit symbolique|XfXY... c |a cette memesomme, 
il suffit de poser 

(5) laPy. ..y)| = i, 

ce qui r/^diiit Tequation ( 2 ) a la formule 

( 6 ) 

deja obtenue dans le paragraphe II. 

Le (iegrc de la resultante s n’est autre chose quo le degre du pro- 
duit (3) et des produits de meme espece, c’est-a-dire le nombre n des 
factcurs renfermes dans chacun de ces produits. 

Si la resultante s est du second degre, la formule (G) donnera 

(7) .?=: I I 

Si la resultante v est du troisieine degre, on trouvera 

(8) ■? = I Apv I = «, — <■/, h^f. -H AjC-, — a, l>, r a.O, r, — a 

En general, si Ton designe par la notation 

S(± ./(„) 

la somme qu’on obtient eh ajoutant au produit (3) ceux qui s’en 
deduisent a I’aide d’echanges oper<^s entre les lettres «, b, c, . . 
prises deux h deux, chacun de ces produits etant pris avec le signe + 
ou avec le signe — , suivant que le nombre des echanges est pair ou 
impair, la formule (O) donnera 

(9) 1 = i Xfiv. . j = S(±a| h,r.. . ./<„). 

Parmi les produits dont se compose la resultante r, le produit (3), 
c’est-a-dire le produit des termes ranges, dans le tableau (4), sur la 
diagonale qui renferme le premier terme o,, m6rite d’etre remarqu6. 
Nous le nommeronsjororfuj/ principal. Les diverses lettres qui entrent 
dans ce produit, et les divers indices ecrits au bas de ces lettres carac- 
terisent, dans le tableau (4), d’une part les termes situ^s dans les 
diverses lignes verticales, d’autre part les termes situis dans les 
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diverses lignes horizontales. Un echange oper6, dans le produit prin- 
cipal Uyb-iC-i . . . h, entre deux lettres que renferment deux lignes verti- 
cales donnees, a le meme effet qu'un echange op^re entre les indices 
qu’elies portent; et chacun des produits qui se deduisent du produit 
principal, a I'aidc de setnblables ^changes, renferme necessairement 
un seui terme pris dans chaque ligne verticale du tableau (4), et un 
seulterme pris dans chaque ligne horizontale. D'ailleurs, ces produits 
peuvent etre partag^s en deux classes, chaque produit etantde/wvwtVvr 
ou de seconde clusse, suivant qu’il se deduit du produit principal par 
un nombre pair ou impair d’^changes; et la r^sultanle s est simple- 
ment la summe qu’on obtient quand, aux produits de premiere classe 
pris avec le signe -t-, on ajoute les produits de seconde classe pris 
avec le signe — . 

Lorsqu’on echange deux lettres entre elles ou deux indices entre 
eux, non plus dans le produit principal, mais dans la resultante s, on 
voit chaque produit partiel, et, par consequent, la resultante elle-meme, 
changer de signe. Done la resultante s change de signe lorsqu’on 
echange entre elles deux lignes rerticales ou deux lignes horizontales 
du tableau (4). 

Lorsqu’en faisant tourner le tableau (4) autour de la diagonale qui 
renferme le premier terme a,, on echange entre elles les lignes verli- 
cales et horizontales de ce tableau, chaque classe comprend toujours 
les memes produits; et, par suite, I’echange opere entre les deux 
especes de lignes n’allere ni le produit principal forme avec les termes 
situes sur la diagonale autour de laquelle tourne le tableau ( 1 4 )• ni la 
resultante s. Done la resultante s du tableau (4) est aussi la resultante 


du suivant : 







. . . , dn , 

\ 


b. 

.... On, 

(«") < f,, 

^2, 



[ /«,. 

A,, 


• • • » • • > 

.... h„x 

et, dans I’equation 




(6) 


i Afxv. 

■ .e|. 
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qui transforrne cette r^sultante en un produit symbolique, on peut 
supposer les facteurs X, v, . . . , ? liis aux clis anastrophiques a, p, 
y, . . . , Y), ou par les formules (i), ou par les suivantes : 



a 4- ^7.ty . 

. . +- a,iri. 


a -(- />, P + y +• . . 

• 4- />;; fh 

(II) V 

a 4- c* (3 4“ r , y -4- . ■ 

■ ■ -4- c„ V. 

1 « 

1 ^ - (“ /i s |3 4~ i Y 4“ • ' 

. .4 /i„yj. 


La forraule (6) suppose les clefs a, [3, y, . . . , rj assujettios a la con- 
dition (5). Si Ton ecartait cette condition, alors, coniine on I’a deja 
remarque dans le paragraphe 11, la formule ( i ) donnerait 


( 12 ) 




Cette derni(*re equation renferme un theoreine qu’on peut enoncer 
comme il suit ; 

TuEoa^HK I. — Soient 


et 


V, 


deux systcrnes de clefs anastrophiques liis entre eiix par des equations 
qui dHerrninent les clefs X, [x, v, . . . , ^ f’n fonctions linhiires des clefs 
a, • • • , rh'ultante alg^brique s du tableau forme ai^ec les 

coef ficients de ces derni^resclef s sera le rapport des produ its symbolique s 
jXp. . .c|. ja[3y. . .r,|. 

Suit inaintenant 

A, M. JN 2 


un troisieine systeme de clefs anastrophiques lie au second systeme 
par des equations Iin6aires qui deterinioent les clefs A, .M, N, . . . , 2 
en fonctions lineaires des clefs a, p, v, . . . , c; et noinmons g la resul- 
tante du tableau forme avec les coefficients de ces dernieres clefs dans 



suit LES CLEFS ALGEBHIQUES. 
les fonctions.dont il s’agit. On aura encore 


(i3) 


I AMN...i;| 


Mais, d’autre part, si dans les equations qui d^terminent A, M, 

N S en fonctions lineaires des clefs X, p, v, . . . , c on substitue 

les valeurs de ces dernibres clefs exprim^es en fonctions lineaires de 
p, y, ■ ■ on obtiendra de nouvelles Equations qui d^ternaineront 
immediatemcnt A, M, N, . . . ,£en fonctions lineaires de a, [i, y, r). 
Soil "S la resultante du tableau forme avee les coefficients de a, p, 
y Y, pris dans ces nonvelles equations. On aura encore 


(■4) 




Or, des formules ( 12 ), (I'i ), (i 4 ), on tire 

(i5) 


et la formule (iv^) renferme evidemmeni un theorenie qiron peut 
enoncer comine il suit : 


Theor^iiie II. — Soient 

,9, s 


les resultantcs algcbriqucs de deux tableaux dont chacun renferme 
termes ranges sur n Ugnes verticales et siir n Hgnes horizontales. Soient 
encore 

oc. (3, Y rj 

fi-. V g 

A, M, N, 2 

trois systdmes de clefs anastwphiques lies entire eux par deux systemes 
d^iquations qui diterminent : i® les clefs X, [jl, v, . . . , c fonctions 
lineaires de ol^ 1^? • • • ? clefs A, M, N, . , . , 2 en fonctions 

liniaires rfe X, [x, v, , . . , c. Enjin^ supposons que les termes du premier 
tableau soient les coefficients de a, [3, y, ... rj dans le premier systeme 
dUquations, et que, pareillementj les termes du second tableau soient 
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form^e avec Ics lettres que conticnnent les deux premieres iignes 
verticales et les deux premieres lignes horizontales du tableau (20), il 
suffira d’annuler les clefs 

a, (3, T r). 


a I’exception des deux premieres, etalors les equations (19), r^duites 
aux formules 


(2/1) 


j A />,,«■+ /., ,(3, 
I /, .a + X-.p, 


donneront 


(cA) 


\M i 



Pareillement, si I’on vent rcduire a la resultante des termes compris 
dans les (rois premieres lignes hf)rizontales et dans les (rois premieres 
lignes verticales du tableau ( 20 ), il suffira d’annuler les clefs anastro- 
phiques 

«• P- T 


a I’exception des trois premieres, et alors les equations (19), reduites 
aux formules 

/ A = X I , a X , 2 |j + / , y , 
f-.fi) M-r.-XliaH-X.^p ) X., ,y. 

I N =X, X„.j3-r X.. y, 

donneront 


(27) 


I AMN I 

i«Pri 


Cela pose, on pourra generalement 6noncer la proposition suivante : 

Tntoui:ME 111. — Suppoxons qu’aprex tii’oir efface dans le tableau ( 20 ) 
tons les termes non compris dans m lignes verticales et m lignes horizon- 
tales diterminees ^ on cherche la resultante o> des termes conserves. Il 
suffira, pour I'obtenir, d'effacer, dans les deux termes du rapport 

I AMIN. ■ ,21 

i«|3y...it3i 


(Tune part, quelques-unes des fonctions liniaires rfc a, (3, y, . . . , r, 
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rcpresenteei par A, M, N, .... X, savoir cellos qui ne ren ferment aucun 
des termcs conserves: d’autre part, quelques-unes des clefs a, p, y, tj, 
savoir celles qui, dans les formules (19), n'ont jamais pour coefjicients 
ces mAmes termes, puis (f annuler, dans les valeurs de 'k, 
donates par les formules (ii), les clefs effacees dans le produit symbo- 
lique I aPy. . .r, j. 

En s’appuyant sur le th6oreme precedent, on pourra facilement 
exprimer la risultante c> supposee du degre m, non plus par le produit 
uni<}ue sf des resultantes construifes avec les termes des tableaux (4) 
et (16), comme dans le cas oil Ton avait m — n, mais par une somme 
dc produits de resultantes du degre /w, form^eschacune avec les termes 
compris a la fois dans n lignes verticales et dans ni lignes horizontales 
de I’un de ces tableaux. Ainsi, par exemple, si Ton suppose m = 3 , 
n — 1, les deux premieres des Equations (17), reduites aux formules 

( A = a, ^ -t- b| a + C| V, 

(28) I , 

I M ~ Hj ^ -f- b* p. -H Cj V , 

donneront 

|AMl=s|fivl + s'lv>l = s"lVI' 

les valeurs de s, s', s" etant 

s;=b,c,— bjC,, •,'=c,a.— c„«,, s"=: a, b,— a.,b,. 

Mais, d’autre part, les equations (^1 1}, reduites aux formules 

I X =z(r,a -f- a. (3, 

V f, a ; ( 3 , 

par I’annulation de y, donneront 

1 fiv 1 =.< I «(3 1, 1 vX I =.«' ! j, |Xfii = .?"l«|31. 

les valeurs de s, s', s" etant 

s = b,c,— hfC,, s'—r^a.—c.a,, s" = 

Done, en definitive, on aura 

1 AMi = ( 8 s-t-s'*'+sV)la( 31 , 
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et la formule (a^'i donnera 

(30) •.s = s.,+ s's'H- sV. 

Done, en substituant a chaque resullante sa valeur, on aura 

(31) (a,rt, H- c,r,)(u. 2 <T 2 -H- rjc.) 

— (a, a. -4- b, c, r.) (a. a, + iuO, -f- c.c, ) 

(b, r„— b.c,) (^,r. — ) + (c, a^— c,ii , ) (f, ffo — <'.ai) 

-4- (a, b, — a.b, ) («, h«— 

La valeur de S que tournit Tune quelconque des formules (25'), 
(27), etc., pourra toujours etre ainsi decoinposec en produits partiels, 
par une Equation de la Tonne 

( 3'.ri) -f- S S S “f- ... * 

et Ton pourra ainsi deduire du theoreine 111 celiii que nous aliens 
enoncer : 

Theohkme IV. — Concei'ons que^ dans c/tacun dcs tableaux (4) 
on efface tons les termes non compris dans m hffnes fiorizontales^ ces 
lignes poueant occuper des places diffa'entes dans les deux tableaux^ 
puis ajoutons entre eux les produits binaires qu on obtiendra en multi- 
pliant rcspccticement les divers termes d'une ligne horizontale consen ee 
dans le tableau (^[\)par les termes correspond ants d\ine ligne horizontale 
conservee dans le tableau (i6). La sornme ainsi forme e et les sornmes 
sernhlables seront representees dans le tableau (20) par divers termes 
compris dans m lignes horizontales et rn lignes verticales determinees . 
Somrnons la resiiltante de ces derniers termes. Soient d'ailleurs s la 
resultante du degre m Jorrnee avec les termes qui occupent m places arbi- 
trairernent choisies dans les lignes horizontales conservies du tableau (4j, 
et s la resultante forme e avec les termes correspondants du tableau (i(3). 
Le produit sj, ajoute a tons les produits du mime genre donnera pour 
sornme la resultante S. 

Parmi les proprietes qne posscdcnl les resuitantes algebriques, on 
doit remarquer celles qu’expriinent les theoremes II et IV, ou, ce qui 
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revient au meme, les formules (i 5 ) et( 32 ). Ces formules, que j’ai 
donnees pour ia premiere fois dans le 17" cahier du Journal de r^colc 
Polytechnique [voir aussi dans le mferne cahier un Memoire de 
M. Binet], sont d’ailleurs des cons^uences immediates des theoremes 
1 et II compris dans la formulc (12), qui, dans le cas od Ton pose 
lafiy. . .r, I = I, se reduit a I’^quation (6). lls se rattachent done inti- 
ineinent a la decomposition des resultantes en facteurs symboliques 
repr6sentes par desfonctions lineaires de clefs anastrophiques. 

Bn appliquant a des cas speciaux les formules etablies dans ce para- 
graphe, on en obtient d’autres qu’il sera bon de mentionner et que 
nous allons rappeler en peu de mots. 

Si le tableau (4) coincide avec le tableau (iti), les formules (i5) 
et (3o) donneronl, la premiere, 

( 33 ) 

la seconde, 

( 34 } o' -t- s*' +- S " -t- . . . . 

et, en consequence, la r^sultante algebrique 5 > se trouvera reduite a un 
carr6 parfait ou a la sornme de plusienrs carres. Alors aussi, on tirera 
en particulier de la formule (23 ) 

( 35 ) ( aj -+- ) («!^ H- //ji ) — ( a,rtj -I- /», 0,y= («, />., — a.Ji, )’, 

ou, ce qui revient au meme, 

(36) (aj -I- ) (rtjl -f- ) = («,«,+ A, />j)* f 

et, de la formule ( 3 i), 

(37) (a'f-e AJ -+- e'J) (aH + //J -l- eji) - (rt,a, + 6, 6,4- c, c., )*- 

»- ( 6 1 )" -f- — f’, rt))" “ 4 “ ( 6 , a \ ) " . 

En reduisant 6,; a des nombres entiers, on tire de I’^qua- 

tion (ao) un th^orftme connu, savoir qu’wne sornme de deux carris, 
truiltiplUe par une autre sornme de deux carres, donne encore pour 
produit une sornme de deux carrh. Quant ^ la formule (37), elle est 

iiKuvres de (\ — S. 11, l. XH . ^7 
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precisement celle qu’on oblient lorsqu’on projette sur trois plans rec- 
tangulaires la surface d’un triangle dont les trois sommets ont pour 
coordonn6es respectives les quantiles 

a,. !>,. <■„ a., //,. r,. <t,. !>,. r.„ 

ttt qu’uii egale le carre de cette surface a la somme des carres de ses 
trois projections. 

Si des trois systemes de clefs auasfrophi(|ues 

St, 6, Y r;: /.. p. v V. Nt. ^ — • 

le troinienie coincide avcc le premier, les equations ( 17 ), reduiles a la 


forme 

1 = 

h, y -f 

C, V , . 

. . ^ l», Y/. 


^ H ' 

h,;A . 

t'_; V 


(38) 

'' V a// i 

1 ... 

1);^ ! 

(‘.V -f . 



( f r_ a// ^ 

i>uy 

♦•/.v -h . 

. . 4- 


ne devront pas differer dc celles qui se deduiraiont des formiiles (i) 
resolues par rapport a a. [i, v, .... Dans le nitjme cas, la for- 
inule (i^) ) donnera 

( ) s.s- — 1 , 

et Ton pourra, en consequence, enoncer la proposition suivanie : 
'J'HEORfcME ^■. — Soient 

■; V,: A. ,a. V i 

deux systemes composes chacuri de n variables, et supposons les variables 
A, p., V, . . . , ? represenUh’s par des fonctions lineaires et hoinogenes de 
a, 3 , y, . . . , /j. On pourra, pour F ordinaire, exprimer aussi a, p, y, . . . , Yj 

en fonctions lineaires et de X, p., v ^ et les deux tableaux formes : 

1 “ as>ec les coefficients rfc a, fi, y, . . . , q dans les valeurs X, p., v, , . . , ; ; 
2“ aeec les coefficients </c X, p, v, . . . , c dans les valeurs rfc a, y, . . . , r, , 
auront pour rhultantes (dgibriques deux quantiles dont le produit sera 
Vuniti. 
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La r^sultante alg^brique des tertncs que comprend un tableau 
donne peut etre pr^sent^e sous une forme remarquable, lorsque, dans 
ce tableau, chacune des lignes horizontales ou verticales est composee 
de termcsfjui forrneut une progression gi^om^trique. Supposons, pour 
fixer les idees, que le tableau (4)se reduise au suivant : 


1, 



... //, 

A a. 

Hh. 

Cf\ 

, //A. 

.4 


CrK 

///i^ 

1 



. . , . . . . , 


dans lequel chaque ligne verticale est composee de terrnes qui forment 
une progression geom^f rique, la raison de cette progression etant a dans 
la premiere ligne verticale, h dans la seconde, .... La resultante s des 
(ernies que renferine le tableau (/|o) sera, en vertu de la fbrniule (9K 

{\i) s -r I /yf' ’...// S( ±; j. 

Si chacune des quantiles A, H, (.' H sereduit a I’unite, ou, ce qui 

revient au rneme, si le tableau (4o) se reduit au suivant : 


1 , 

a. 

1 , 

h. 

1 , 

. . • , 1 ^ 

..., h, 





• • 1 


r"-'. 

.... /<"- 


on aura sim[)lemenl 

(/^S ) .V zrz: S( ,t: </“/;' r- . . . ' ). 

et cette dernii^re valeur de.v, consid^ree comme fonction de Tune quel- 

conque des quantiles a, b, c h sera une fonction entiere du 

degr4 n — r . D’ailleurs, un echange opere entre deux de ces quantiles, 
par example entre a et b, changera s en — v. Done .v sbvanouira si Ton 
pose 6 = a ; et si Ton pose 

/> r— r/ -4- 

s s’evanouira pour une valeur nulle de /■. Done, dans cette derniere 
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supposition, la resultante s, r6duite a une fonction entiere des quan- 
tiles a, c, . . . . h et (le la difference 

/• = h — fl, 

ne renfermera aucun terine independant de r, et sera de la Cornie 

xr-rJl, 

B 6lant une I'onction entiere de a, c h, r, ou, ce (|ui revient au 

ineme, de o,b. c, Ainsi la resultante a, deterininec par la 

formule (43 ), a pour (aeteur algebricjue la diU’erence b — (i. On 
prouvera de inetne qu’cdle a pour I'acteur cliaeiine des differences 

h fi, r a, .... Ii — (I, 
r li, . . . , /l - ~ li, 

/'-a- 

(|ue I’on Ibrine en retranchani Tune de I’auire les (|uantites 

fl, h. I\ ..., A, 

eornbinees deux a deux de toutes les inanieres possibles. Done, si I’on 
nomme k le produit des differences comprises dans le tableau ( Vi ). la 
formule (43 ) donnera 

b=r A/, 

A' Atant ou un nornbre constant ou une fonclion entiere de a, b, 

c h. J’ajoule que, de ces deux hypotheses, la premiere est seule 

admissible. En effet, comrne dans le tableau (4i ), « — i termes. savoir 
ceux que contient la premiere ligne, renferment la quantile a, le pro- 
duit k consid^re comrne fonction de a sera, ainsi que.y, dn degre n — i . 
Done le coefficient A’ devra etre independant de a; on prouvera de 
lueme qu’il est independant de b,, de c, etc., de //. h sera done un 

nornbre. Pour obtenir ce nornbre equivalent au rapport^* il suffira 
d’observer que le produit principal 



(45) 


(/"A* 



SUH- LES CLEFS ALGEBHIQUES. ^•*53 

forme avec les termes situ^s dans le tableau ( 42 ) sur la diagonale qui 
renferme le premier terme i, se pr6sente line seule fois, pris avec le 
signe -K, non seulement dans le d6veloppement de la resultante 

.V ~S[±:n^b^r*. . 

mais aussi dans le developpement do produit k des differences com- 
prises dans le tableau {/\/\), attendu que, dans ce dernier developpe- 
rnenf, le seui produit partiel de la forme 

h(-. . 

est evideminent celui que Ton trouve en reduisant chacune de ces dif- 
rences a son premier terme. Done le nombre A nv pourra differer de 
Tunite, et la formule (43) donnera 

oil, ce qui revient au merne, 

(/»(■>) s — ( A a) X (f‘ ^0 ( ''* — X ... X [/i (7 ) [it — h) . , K 

Par suite aussi, la formule (40 donnera 

( 47 ) ~ AB(^. . .H{h - a) X {c — a) - h) x . . .x {h — n) {h — . 

En consequence, on [icut 6noncer la proposition suivante : 

fHEORfeME VI. — Lonsque les termes avec Ir.squels sc forme une resul- 
tante du degre n sont.^ dans chaqiie ligne verticale du tableau qui la 
renferme.^ en progression geometrique il siiffu.^ pour obtenir cette resul- 
tante., de multiplier le produit des termes 

A. //, ..., //, 

compris dans la premiere ligne horizontale de ce tableau^ par le produit 
des differences que fournissent les rapports 

n, b, r, h 

des progressions geomHriques auxquelles appartiennent ces mdmes 
termes^ quand on retranche successivement chacun de ces rapports de 
tons ceux qui le suivent. 
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V. ~ MHhories diverses pour la determination des resuUanles nl^ebriques. 


Soit toujours .v la resultante du lableau 



on sorte qiron ait 

(9) .V r - S{zt ad^-J‘.‘ • -fhi)- 

Le calciil direct des produits partiels, doiitla lottreS indique la sommo 
el doiU le nombre V est determine par la formule 

( 8 ) I - 1 . 2 . 3 . . . , 

deviendra evideininent tres penible pour de grandes valeurs de n. 
Mais Temploi des clefs anaslrophiques offre divers moyens d’eviter ce 
calcul dans la determination de s, 

En premier lieu, pour deduire s de la formule 



dans laquelle on a 

a I y. — [3 f \ Y I' . . . If I Y^. 
a., y ~ h.^ [3 r,. y h- , . . 4 - Y;, 

('/a a -r />.t (3 1 r ; y 4 - . . . 4- h . T/ , 



a,iy 4 4 - ^'/<y 4- . . . 4 bft’fii 

il suffira de multiplier successivement I’un par I’autro les facteurs 
[j,, V, en assujettissant Ics clefs a, [3, y, . . . , r, aux transmuta- 

tions anaslrophiques binaires et aux transmutations conjonctives des 
divers degr^s. Si, pour abr6ger, Ton d^signe, a I’aide des notations 



{a,/>), {(I, />,<■), ,,,, {a,h,r,h), 
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les resultantes alg^briques 

S(:± V(.:L /v^r . . . .//„), 


ct a Taide de notations seinblables les resultantes seinblables deduites 
des precedentes par des echanges operes entre leslettres a, 
si d’ailleurs on range les facteurs que renferme chaque produit sym- 
bolique dans Tordre iiidi(|ue par Talphabcl, on aura successivement 

, I'/fJ 6)'a|3 -4- (fl, r) 2cy , -4-. . .-f- (/?, r) . 

] ' /.av ' — (a, h, ( ) ^ (a,h,r/) \x^:jd ^... \ {b,c,f/) byd 

(0) < ‘ ' 

( /[JLV . . — [a f h, r\ . . . , A ) a{3Y . . . y> , 

el Ton reconnaitra que, pour determiner les coefficients 

( <7, h), ( n, r), .... [h, r), .... («.//, r ). . . . , (a, //, r, ... . /i 


(lont le dernier esi precisement la resultante v, il suffit de rerourir a 
des equations de la forme 

, h) -- h,, - />, a.,. 

l(a, iciy {a^(')b, -(/>, 

17^ ' {a,b^( ,r/) . — (a^ !» , (^H ^ {a^ b ^ d)(\ •{(i.f\d)b,^ — {b, ( , d)a,^, 

I (a, A, r, fi) — (<7, />, r, . . ii)h„ 4 ... 4 ( i A', k^a„^ 


Lorsqn’on opere ainsi, le calcul de la resultante y exige la formation 
de produits composes chacun, non plus de n facteurs, mais de deux 
facteurs seulement, et le nombre dl de ces produits, determine par la 
formula 


tK 


in i ) ( // 


://(•>/'' ' — 0, 


{ n 1 ) (// ' •>,) 

I . ■» 


// i 
I 


croit beaucoup inoins rapidement que le nombre A — i , 2, 3 , . . . , n. 

Lorsque les divers termes du tableau (i) sont connus et donnes en 
nombres, on peut se dispenser d’ecrire les Equations (7)etautres 
semblables, et se borner a deduire, de multiplications successives, la 




il siiffit de inulliplipr I (in par I autre, dans I’ordre (ju'indique 

I alphabet, d abord les (acteurs X, u., v c pris deux a deux on 

trois a trois, etc., puis les produits binairtis ou ternaires, etc., ainsi 
lormes, de maniere a obtenir f’acilement le produit | Apv. . Ainsi, 
parexemple, si I on a n = h, alors, pour obtenir le produit final I Xjxvp |, 
et, par suite, la rtisultante s, il suffira de former les deux produits 
binaires | A(a |, | vp |, puis de les multiplier I’un par 1 autre. Quelquefois, 
cette methode est preferable a celle qui consiste dans la formation suc- 
cessive des trois produits jXp.j, Xpv !, ! Xjxvp |. Concevons, pour fixer 
les idees, que Ton demande la resultanie j d’un tableau de la forme 


", !>, r, (/, 

d, a, b. f, 

r, d, a, b, 

A, c. d, a. 
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on aura 

>. r=r a a 4- ^ [5 -h r V -4- f/o , 

;jL ” dot. -f-ajS-h/^Y'-hro, 

V - c Qt, — H d |3 -4~ Cl y “f- h ^ ^ 

P :z=: h QL f ^ d^ ao \ 

et, par suite, 

I >.pt. j z= ( rt- — hd) I a(3 I -f (a/> - rr/) I ay I -f- i^ac — d~ ) \ od ' 

-h ( />^ — ^?6* ) j (3y I -h ( hr — <7/7) * |3o I -4- ( 6-* — hd) | y(5 I. 

De plus, comme pour deduire v de X, ou f de p., el, par suite, | vp , 
de |Xp|, ii suffira d’echanger entre elles, d’une part les clefs a, 
d’autre part les clefs [3. o, la formule qui precede entrainera la sui- 
vante : 

' vp ' {a’~ hil) I yo ; (ab - i-d) j yot 1 -+ («<" -■ '■/’ ) | y|3 j 

-t- (/»- — i7r ) I oa I -I- ( be — ad) | dp I -i- ( (•■= — bd) |aP 

Apres avoir ainsi obtenu les valours des deux produits symboliques 
’ Xp|, [vp , oiipourra, de cesdeux produits multiplies Tun par I’autre, 
tirer immediatement la valeur du produif symbolique IXavpj, par con- 
sequent celle de 

1 Xuvp I 
!«pyd: ■ 

et Ton trouvera definitivoment 

s ™ — lidY H- ( hd )- ( h- ar )" - ( d~ — ar\- >. { ah •— /y/) hr — ad ) . 

Lorsque, dans la formule (4)» le facteur X depend uniquement de 
la clef a, e’est-a-dire lorsque la premi^>re des equations (v'))se reduif a 

/. — (/ , a , 

la formule ( i) donne simplement 



et Ton peut, dans les valeurs de p, v, . . . , ; remplacer a par z^ro. En 
s’appuyant sur ces remarques, on demontre aisement les propositions 
suivantes : 

S8 
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Theorem E 1. — Etant donnes deud' systemes anastrophiques 

a, |3, y y; til V, 

composes chacun de n clefs^ rt li^s Van a V autre par les equations ( i), 
concevons que Von exprime a, p, 7. • • • , '^1 fonctions hneaires de clejs 
nouvelles 

cp, /, .... ‘J, 

dont le nomhre soit egal on superieur an — 1 , mats de maniere a verifier 
V equation de condition 

(9) /^:ro. 

La resultante .v, dHerminee par la formule ( 4 ), equivalente au pro- 
diiit du coef ficient dc a dans X par le rapport geometrique des valeurs 
nonce lies quacqueiront les deux produits symboliques 

1 p.v. . .c I 5y. . .Ti 

Corollaire, — Les nouvelles clefs y, / , 4 ^, dont le nonibredoit 

etre egal ou superieur it /i - 1, pourraient n’etre pas distinctes des 
clefs y, . . . , Tj, et alors, a la place dn premier theoreme, on obtien- 
drait le suivant : 

Theoreme II. — La resultante Sy determiru'r par la formule {/\)y est 
egale au produit du coef ficient de a dans X par la valcur qu acquiert le 
rapport 

ir^T...v ’ 

lorsquCy dans ce rapport^ on exprime a, v, . , en fonction des n — i 
clefs [iy y, . . . , Tp d Vaide des formules {^) jointes d Vequation (9). 

Supposoiis, pour fixer les idecs, n = 3 . Alors la resultante 

( 10 ) S — - a,b ,(\_ \~ a^b:,C\ — a.b^(\ \ a.,h^(\ 

( a , b^ - a^b^) c,, ( a, a^c^) b^ - 1 - {byC^ - 6, Cy ) a.; 

pourra etre, en vertu du second theoreme, presentee sous la forme 




SlJli LES CLEFS ALGEBIUQU ES. 'i-Sg 

nn pourra done la determiner en calculanttrois rapports g^ometriques, 
savoir : 



cinq produits binaires et iin seul produit ternaire. Generalement, a 
I’aide du second theoreme, on pourra determiner une resultante du 
degre n, en calculant des rapports geometriques dont le nombre sera 

, nin 1 ) 

1 i •*. . . . I ( // 1 ) 1 -' » 

•> 

dos produits binaires dont le nombre sera 

// 1 // -- I ) (■',/( — 1 1 

iM- '!* I- . . . i ( /( - I )-~ — q ) . • ■, 

et un seul produit compose de n facteurs. 

Host bon d’observer que de la formule (ii)on tire imm^diatement 
la suivante : 

(r*. ) .V — = ^ = > 

rti 

qui pent etre f'acilement reduite a la formule ( lo). 

Observons encore que la transmutation anastropbiqiie 

\/}\= o 

donnera 

(ll-i) //, V I 7 ’, M'' i-. . li ~ 

si Ton pose 

(i 4 ) \ — :| 5 >. I 1 , . 

ou, ce qui revient au meme, 

1 <1> --- (I H- 6, ] I I 1 sty I -i- . . . i /(, 1 xri |. 

\ z- - a, I «j3 I -I- o I- f, i Py 1 H- . . . //, 1 (3y, j, 

a, I «y i — 6, 1 j3y I h- 0 + . . . -t- A, j yy/ ! . 



U — — a, 1 xri 1 -b^\pY)\ — <\ 1 yy, ■ — . . . -r o. 
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Or, si dans ces derni^res formules on remplace les produits symbo- 
liques 

1«t!' ••■1 II^Tl •••’ 


dont le nombre est. — > par autant de clefs nouvelles et anastro- 
phiques 

■/.' +. •••• 


alors<b, X, ...,(] seront des Idnctions lineaires de ces clefs qui, 
prises pour valeurs de a, y, . . . , y,, verifieront la formule ( id). Alors 
aussi. en atlribuant a a. [i, y, . . . , Yj ces menies valeurs dans les fae- 
teurs p., V, (»n lirera du second tbeor^ime 


On pent d’ailleurs annuler plusieurs des nouvelles clefs et reduire 
ainsi leurs valeurs an — i . On doit surtout remarquer le cas oil Ton 
n'attribue des valeurs distinctes de zero qu’a celles qu’on substitue 
aux n — I produits symboliques 

«;3;, IPyl, lY^: ICy, j. 

Dans ce cas {»articulier, les formules (i.Y) donneront 

(i;) \=r,'/— rt.cp. I' — 1'— — 

et Ton aura, par suite. 

T 8 ) ' \ M . i ' i n— ( I A , . . . 4', cp/ . . . ’j I . 

Done alors la formule ( Oi) donnera 


( 19") 



i ■ i \ 


pourvu que dans les fonctions de a, fi, y Yj, representees par p., 

V, . . on pose 

(ao) a = i,cf,. ,3 a, 9 , T “ i Z. yj — ,a',u. 

Si, pour fixer les idees, on suppose // = 3, la formule (19) donnera 


.. _ ,.3 ) — ( 


— a, 63) 
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VI. — Usage des clefs anastrophiques dans /'elimination. 

Les clefs anastrophiques peuvenl Mre employees avec avantage dans 
un grand nombre de questions, et specialement quand il s’agit d’eli- 
ininer plusieurs inconnues entre des Equations donn^es. 

Considerons d’abord n inconnues 

= 

li^es entre elles par n equations lineaires; et soienl 

(l) 1=0, } =0, / — u II 

ces equations dans Icsquelles V, ) , / H' representeront des 

fonctions lineaires de x, y. z-, , ir. Si ces fonctions sent homogenes, 

les equations (i ) determineront seulemenl les rapports des inconnues. 
donl Tune quelconque pourra etre choisie arbitraireineni, et I’^limi- 
nation dcs inconnues I'ournira entre leurs coefficients une equation de 
condition ((u’on obtiendra sans peine, en operant coinine on va le 
dire. 

Observons, en premier lieu, que des equations (i) respectiveinent 
inultipli^es par n facteurs variables. 

a. ,'5, Y, .... y;, 

puis ajoutees Tune a I’aulre, on deduira immedialeineni une equation 
nouvelle 

(•») it — (>. 

dont le premier meinbre 

( 3 ) = a t -I- (3 I +- Y V/ 1 1' 

sera encore une fonction lineaire de z, .... ir. et pourra. en 

consequence, etre present^ sous la forme 

( ‘ 1 ) £2 — X./' V V V i ... s o 

X, [JL, V, .... ? etantdes functions lineaires de a. p, Y. . . . , r,. Remar- 
quons d’ailleurs que la formula ( 2 ) peut 6tre substitute au systeme 
des equations (i), et que, pour deduire Tune quelconque des equa- 
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tions (i) de la forinule ( 2 ), il suffit d’y remplacer Tun des facteurs 
variables a, [3, y, tj par I’linite, enannulant tous les autres. 

Concevons raaintenant que les n facteurs variables a, p, y, . . . , Tj 

soient des clefs anastrophiques. Les fonctions lin^aires de a. p. y r,, 

rcpr6sent6es par a, v c. seront encore des clefs anastrophiques; 

et coinme on aura, par suite, 

A’!— n, I 

on pourra evideinrnenf eliminerde Tequation ( 2 ), I’inconnue .a‘, en 

inultipliant Q par A, I’inconnue y, en multipliant Q par \x 

I’inconnue O', en multipliant (2 par ?. Done, pour eliminer toutes les 
inconnues, a I’exception d’une seule, il suffira de multiplier la fonc- 
tion 12 par les coefficients des autres inconnues dans cette meme 
function. On eliminera, par exemple, _y, z, . . . , de la formule ( 2 ), 
en multipliant f2 par le produit o.v...,;, ou ce produit par 12. On 
obliendra ainsi (’equation 
(5 ) ; ilpiv . . .p I — . 

que la formule (4 ) r^duira elfectivement a 

( (i ) .f 1 );a.v . . I — 0 ; 

et, puisque la valeur de x peut etre arbitrairement clioisie, la for- 
mule ((’)) entrainera la snivante : 

(7) ;a//v...c - o. 

qui sera precisement I’equalion de condition a laquelle devront satis- 
faire les coefficients des inconnues dans les valeurs donnees de .V, ) . 
Z » 

Si, pour fixer les id6es, on suppose ces coefficients represent^s par 
les divers termes du tableau (i) du paragraphe precedent, en sorte 
que Ton ait 


1 

~ .r 

1 b, r !- 

(\z f ... 1 /i, tr, 

i 


1 - bty -i 

Z -j- ... 1 


a,j- 


r.i 3 -h . . . -h /l;, O’, 

n 

a„j- 

i- 

('n Z /t„ tv, 
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les valeurs de A, [i, v, , . , , ; seront fournies par les Equations (5) du 
mAtne paragraphe; el comine on aura 

I I 1 a^iy. . .r, | S(± «, 

I’cquation (j) donnera 

( 9 ) S(±: = 

D'ailleurs, pour ohtenir cette derriiere equation, il suffira evidemment 
de poser 

(uO 1 } /. .. M zzio, 

en considerant v, r, ir comrne des clefs anastrophiques, 
piiisque, dans cette liypothese, on aura 

I \iZ.,.U I rr; i ...»r I S( ±: ^/, //jr 

On peut done enoncer le theorfMTie suivant : 

iHEORfeME. — Si n inconnues Deri/ient n equations lineaues et homo- 
genes^ il suffira digaler a ziro le produit symboliqiie de leurs premiers 
membres^ en considerant ces inconnues comme des clefs anastrophiques^ 
pour obtenir requation de condition d laquelle decront satisfaire les 
coefficients de ces inconnues dans les Equations donnees, 

Supposons maintenant que les equations lineaires donnees cessent 
d’etre hornogenes. (]hacune d’elles sera, non plus de la forme 

n,r -h hy -h r :: H- . . . f h ir = o. 

rnais de ia forme 

a.r H- h y 4- <■■:+... 4- Atv =: l\. 

Oil, ce qui revient au meme, de la forme 

//■ -1- h y z t' . . . h M' — /> o, 

a, fj,c, h, k etant des quantiles constantes. Alors, aussi, la for- 
mule ('i) sera remplac6e par la suivante : 

uO 


il — X./‘ -f- t f V V -f- . , , 4“ i “ <»>, 
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fo etant une nouvelle fonction lin^aire tie a, ^5, Vi ; et I’^qua- 

tion (5) donriera 

par consequent, 


1 A/^V . 


(!■>.» 


— I 'OfAV . , .5 I — O. 

I ^»»pv- • -{j 


I V''- • ■'Sl 


Si Ton designe parX,, /.-.j, X„ les valeurs que prend successive- 
nient la constante k dans la premiere, la seconde, etc., la derniere des 
equations donnees, on aura 


( I O ) 


I rt)|JLv . 


. .”7 X,(Z -f- Ajji -f- /.,Y 4 - . . . -4 A„y;, 
I — 1 ... r; ] S ( :± /r, r , 


el, en subslituant clans la formuie ( 1 2 ) les valeurs des produils symbo- 
liques qu’elle renfermc^, on relrouvera requatioii conmie 

S(±. 




S(di a, b .,(' . .h,, ) 


l-^orsque les equations lineaires propos6es son! numeriques, Ternploi 
des clefs anastrophiques permet de calculer directement les valeurs 
des inconnues, sans que Ton soil oblige de recourir aux forrnules 
gen6rales, c’est-a-dire a T^quation (i4) et aux equations analogues. 

Concevons, pour fixer b's idees, qii’il s’agisse de resoudre les equa- 
tions 

/ .r ; •>.) t y^z — i, 

( if) ) 3.y 4 4 - 4 - --3, 

f 2 / -t- 3 ) "h 3 - — 5. 

De ces Equations respectivement multipliees par a, y, puis ajoiit^es 
Tune a I’aufre, on tirera 

( 16 ) A./ -4- p ) - )JZ z=z r,), 

les valeurs de A, a, v, co elani 

A a -h 3(5 -4 2 Y, 

(jL = 2 a -4 (3 -4 3y, 

V = 3a -4 2(3 -4 y, 
f,i = y. H- 3(3-4- 5y, 
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et la valeur de x sera 

(‘7) 

On trouvera d’ailleurs 


I I 
! I ’ 


I 1 — i a(5 1 - 7 1 «Y I - 5 I (3y 1 ; 


puis en posant, pour plus de commodite, | apy | = i, 

I Gi)^v I = — 5 -I- 3 . 7 -h 5 ITT 7. 1 , 

] I nr — 5 -h 3.7 -4- — l 8 , 


et, par suite, 



/Wi 5 


La valeur de x idant ainsi deduile de la loriuule (17), on pourra tirer 
de la formule (16), inultipliee par v, la valeur de y. \in operant de la 
sorte, et posant pour abreger, y = o, j | — i , on trouvera 


puis 

par consequent, 


- D.vl.r 


IJ.V I 


I f-tv 

; 7.V ! nr 1 f,)v 1 = — 7 : 


m - 7(1 - x):^ 


Enlin la derniere des fortnules (i 5 ) donnera 


3) 


0’ 


On aura done, en detinitive. 



Supposons maintenant que Ton veuille eliminer une ou plusieurs 
variables entre des Equations qui cessenl d’etre lin^aires. Les clefs 
anastrophiques fourniront encore un inoyen facile d’operer Tclimina- 
tion. Ainsi, par exeinple, pour eliminer x entre les equations 

a 4- /> ./• “4 — o, a' -4- c',7'-zzz o, 


(i8) 


ORuvrrs dc (1. — S. U, 1. Xl\. 



1^66 MKIMOIRE SIJR LES CLEFS ALGEBRIOUES. 

on ajoutera Tune a I’autre ces equations respectivement tnultipliees 
par deux binomes de la forme 

a-hjS.r, Y-HO.r. 

On trouvera ainsi 

(19) > -f- f- V.f-- p./*' O, 

X, jjL, V, p 6 tant des fonctions lineaires et hornogenes des variables a, 
[i, y, S; puis, en considerant ces variables comme des clefs anastro- 
phiques,on tirera de la formule ( 19 ), fiiiiltipliee par le produ it [xvp, 

(20) i i = o. 

Cette derniere formule sera precisernent re(|uation resultanfe de Teli- 
mi nation de .r entre les e(j nations (iH). 

En general, pour eliminer x entre deux equations algebriques dont 
Tune serait du degre //?, rautre du degre n, il suftira d’ajouter entre 
elles ces equations respectivement multipliees par deux polynomes 
dont le premier serait du degre // — i , le second du degre m — i , puis 
d'egaler a zero le produit symbolique des coefficients des diverses 
puissances de x dans Tequation finale obteruie, (H)mme on vient de le 
dire, en considerant les coeflicients que renferment les polynomes 
multiplicateurs comme autant de clefs anastrophiques. 

On peut voir, dans les Comptes rcndus drs seances de V Acadetnie des 
Sciences pour i853 ('), d'autres applications de la tfumric' des clefs 
sur laquelle nous reviendrons dans d’autres articles. 
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